Feuilles d’exercices n°7 : corrigé

Exercice 1 (*)
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n
a l'exponentielle, mais on peut en déduire que la suite (uy,) tend vers 1 (ce qui est dans
I’exponentielle tend vers 0), donc u, ~ 1.

1\" 1 1 1 1
9. <1 + —2> = "0+ Orpln <1 + —2> ~ nx— ~ —. Onne peut pas passer cet équivalent
n n n

Exercice 2 (**)
2(n+1—n) 2
1. En effet, 2(v/n+1 —/n) = = .
( Vi) Vntl+yn Vntl+vn
1 1
vn+1l < vVn+1++v/n+1, on a < <
vV vV 2vn +1 Vn+1++y/n = 2¢yn

souhaité en multipliant tout par 2.

Or, comme /n + /n < \/n +

, d’ou 'encadrement

k=n
2. En utilisant I'inégalité de droite de la question précédente, on obtient 2 Z(\/ k+1— \/E) < Sp.

k=1
Or, la somme de gauche est une somme télescopique égale a 2(vVn+1—1) = 2¢/n+1— 2.
Cette expression a pour limite +0o0 quand n tend vers +oo, donc par théoréme de comparaison,
lim S, = 400 (inutile d’utiliser I'inégalité de gauche de la question 1 ici, celle de droite

n—-+o0o
suffit...).
3. Commencons par déterminer la monotonie de la suite (uy) : Upy1 —Up = Spy1—Sp—2vVn + 1+

1
2y/n = —2(v/n+1—4/n), expression négative d’aprés la question 1. La suite (u,,) est
vn+1
donc décroissante. On a vu par ailleurs que S, > 2v/n + 1 — 2, donc a fortiori S, > 2v/n — 2,
donc u,, > —2. La suite (u,) étant décroissante et minorée, elle est convergente.



4.

= 0, soit lim S

n—-+00 2\/ﬁ

. . . Sp—2yn
Puisque nETmS" —2yn =1 € R, on en déduit nEI—Ir-looW

Autrement dit, on a prouvé que S, ~ 2y/n.

Exercice 3 (*%*)

Up41 2™u,, Up,

Cherchons donc & exprimer v,y1 en fonction de vy, : vy = = = — =

nnt+1)  o2+3 o5~
2 2

[SIE]

Tn—l) = v,. La suite (vy,) est donc tout simplement constante, égale & vg = ug = 1, donc w, =
2
n(n—1) n(n—1)
Up X272 =27 2

Exercice 4 (**)

1.

La fonction f est somme de deux fonctions strictement croissantes, donc elle-méme strictement
croissante donc injective. De plus, un calcul trés simple donne lin%) f(z) = —oc0 et lil}rl flz)=
xr— r— 100

400, donc f est surjective, donc bijective de R* sur R.

. L’entier n étant un réel comme un autre, il a un unique antécédent par la fonction bijective f,

ce qui signifie bien que ’équation f(x) = n admet une unique solution.

. Par définition, f(z,) =n et f(x,+1) =n+ 1. Or, la fonction f est croissante et on a bien sar

n < n-+ 1. Il s’ensuit que x,, < Tn11, et donc que la suite (z,) est strictement croissante. Pour
prouver que la suite tend vers +o0o (ce qui est intuitivement assez clair), on peut constater que

f g) = g +1In 5 < g + g =n = f(xy,), donc g < Zn, et le théoréme de comparaison donne
la limite de la suite.

. Comme la suite tend vers +oo, on peut dire que In(x,) = o(z,). Or, on sait que f(z,) =

Zn + In(z,) = n, donc x,, + o(x,) = n. Cela signifie que x,, ~ n.

Exercice 5 (d’aprés EML) (**)

1.

Etudier une fonction de second degré ne devrait pas poser trop de probléme : f/(z) = 2z + 4

s’annule en —2, la fonction est donc strictement décroissante sur | — oo; —2] et strictement

croissante sur [—2;4o00[. Comme f(—2) = —2, on en déduit que tous les réels strictement

supérieurs & —2 ont deux antécédents par f, tous ceux strictement inférieurs & —2 n’ont pas

d’antécédent, et —2 a un unique antécédent, a savoir —2. En particulier, f(z) = —1 équivaut a

22 4 4z + 3 = 0, équation dont le discriminant vaut A = 16 — 12 = 4, et qui admet donc deux
. —4 -2 —4+2

solutions z1 = 5 =—-3et xo = 5 = —1.

. Si la suite est stationnaire, c¢’est qu’il existe une valeur de n a partir de laquelle les termes

sont constants, et en particulier pour laquell w, = u,y1, donc u, = f(u,). Or, f(x) =z =

22+ 3z +2 = 0, équation qui a pour discriminant A = 9 —8 = 1, et pour solutions 1 = —2 et
x9 = —1 (on savait déja que ces deux valeurs étaient solutions de I’équation apres les calculs
de la premiére question). Conclusion, on a nécessairement u, = —2 ou u, = —1. Mais comme

Up = f(tp—1), up—1 doit étre un antécédent de —2 ou de —1, c’est-a-dire étre égal & —2, —3 ou
—1 (toujours d’apres la question précédente). Mais alors u,_o doit lui-méme étre un antécédent
de —1 ou de —2 (pour —3 il n’y a pas d’antécédent) donc égal & —1, —2 ou —3 etc; jusqu’a
étre remonté & ug. Pour rédiger ce raisonnement de fagon rigoureuse, deux solutions : soit on
fait une récurrence descendente (on part de w, pour revenir a ug, un peu inhabituel), soit on
fait une récurrence classique visant a montrer que, si ug ¢ {—3;—2;—1}, alors on a Vn € N,
un & {—3;—2; —1}, ce qui prouve que, si ug n’est pas une des trois valeurs en question, la suite



n’est pas stationnaire. Autrement dit, on prouve la contraposée de ce qui est demandé dans
cette question. La récurrence ne pose pas de probléme particulier, et les trois valeurs initiales
pour lesquelles la suite stationne sont donc —1 (suite constante égale & —1), —2 (suite constante
égale & —2) et —3 (suite stationnaire & —1 a partir du rang 1).

. C’est un calcul tout béte : uy11 +2 = f(uy) +2 = u2 + 4u, +2 +2 = (u, + 2). Posons

Up = Uy + 2 pour plus de clarté, on a donc v,41 = fu,%. La suite (v,,) prend donc des valeurs
positives a partir de vy, et une récurrence simple montre que, si v1 > 1, alors (v,) ne prend que
des valeurs supérieurs & 1 et sera strictement croissante; au contraire, si v; < 1, alors v, sera
toujours inférieur & 1 et la suite sera strictement décroissante. Dans ce deuxiéme cas, (vy,) est
décroissante minorée, donc converge vers un réel [ vérifiant I = [2, donc égal a4 0 ou 1. Comme
vp, < v1 < 1, on en déduit que (v,) converge vers 0. Par contre, si v; > 1, la suite ne peut pas
converger vers 0 ou 1; étant croissante elle diverge donc vers +00. On aura vy < 1 si v3 < 1,
c’est-a-dire si vg €] — 1;1]

Ne reste plus qu’a revenir a u, = v, — 2. Si ug €| — 3;—1], vo €] — 1;1[, donc la suite (vy)

converge vers 0, et (u,) converge vers —2. Si ug = —3 ou ug = —1, on a déja vu que la suite était
stationnaire. Enfin, si ug < —3 ou ug > —1, on aura v1 > 1, donc lim u, = lim v, = +oc.
n—-—+o0o n—-—+o0o

Exercice 6 (d’aprés EDHEC) (**%*)

1.

Calculons donc la dérivée f/(x) = 5z* +n. Cette dérivée est toujours strictement positive (sauf
en 0 pour n = 0), la fonction est donc strictement croissante, quel que soit l'entier n.

. Comme de plus lim f(z) = —oc et lil_}_l f(z) = 400, chaque fonction f, est bijective de R
T——00 T—1T00

dans R. Chaque réel a donc un unique antécédent par f,, et en particulier I’équation f,(n) =0
admet une unique solution.

1

1 1
. Constatons que f, <—> = —=+1-1= — > 0. Comme la fonction f, est strictement
n n

nd

croissante, et f,(u,) = 0, on en déduit que u, < —. Notons par ailleurs que f,(0) = —1, donc
n

par un raisonnement similaire on a toujours 0 < u,. Le théoréme des gendarmes permet donc
d’affirmer que lim u, = 0.

n—-+00
- 5 1w ud 1
. On sait que u) + nu, —1 = 0, donc u, = — — —. Comme (u,) tend vers 0, 4 =o | — |,
non n n
donc u, ~ —.
n
1
. . 1 'LL5 -5 1
. Comme on vient de le voir, — —u, = —* ~ 2> ~ —.
n n non

Exercice 7 (***)

1.

La suite (ay) est croissante (en effet, le plus grand des n + 1 premiers termes de la suite
est nécessairement plus grand que le plus grand des n premiers) et majorée par n’importe
quel majorant de (uy), donc elle converge. De méme, (b,) est décroissante et minorée par les
minorants de (u,) donc converge également.

. On a assez clairement Vn € N, a,, > b,. Si jamais il existe un entier ng pour lequel a,, > by,

alors on aura lim a, > a,, (puisque la suite est croissante), et lim b, < by, donc les deux
n—-4o0 n—4oo

suites auront des limites distinctes. Autrement dit, pour que les suites aient la méme limite,
on doit avoir a, = b, pour tout entier n, c’est-a-dire que le maximum et le minimum des n
premiers termes de la suite (u,,) sont toujours égaux. Ceci n’est possible que si tous ces termes
sont égaux entre eux, c’est-a-dire quand (u,) est une suite constante.



3. Lasuite (¢,,) n’est pas toujours convergente, méme lorsque (u,,) est bornée. Prenons par exemple
la suite (uy) qui vaut 1 lorsque n est une puissance de 10 et 0 sinon (autrement dit ujg =
w100 = U1 goop = - -+ = 1 et tous les autres termes sont nuls). Si 'on regarde la suite (¢, ), elle est
constituée de termes valant tous 0 et 1, mais n’est pas stationnaire (on a par exemple ¢;gr = 1
mais c¢;gr,; = 0 car il n’y a pas de puissance de 10 entre 10¥ + 1 et 2(10* + 1)), donc ne peut
pas converger.

Exercice 8 (**%*%*)

Supposons donc que hl}rl uy = 0, et choisissons un € > 0. Par définition de la limite, il existe
n—-roo

un entier ng a partir duquel on aura |u,| < . Découpons alors v, en deux parties : ce qui se passe
k=n k=n
1 1 "
— g up + — E ug. La premiére somme est
n n
k=1 k=ngo
une constante (on peut modifier n, mais ng, lui, est fixé), donc, quand on la divise par n, ¢a va finir
k=ng

D uk
k=1
somme, elle est constituée de n — ng termes qui sont tous inférieurs (en valeur absolue) a €, donc sa
1 k=n
valeur absolue est inférieure a (n — ng)e, d’ou - Z ug| <
k=no+1

Conclusion, lorsque n > max(ng;n1), on a |v,| < € + ¢ = 2. Ceci suffit & prouver que la suite (vy,)
tend vers 0, et a donc bien la méme limite que (uy,).

1 k=n
avant ng et apres ng : si n > ng, v, = — E Ul =
n
k=1

par se rapprocher de 0. Autrement dit, In; € N, Vn > ny, — < e. Quand a la deuxiéme
n

n—mno n —mngo

e < € (puisque < 1).

Passons désormais au cas général (qui va étre facile en fait), c’est a dire lorsque liril up, =1 #0.
n—-+oo

Posons w, = u, — [, cette suite auxilaire a pour limite 0, donc on peut lui appliquer ce qu’on

1 k=n 1 k=n 1 k=n 1 k=n
vient de démontrer : nEI—lr—looE Zwk = 0. Or, - Zwk == Z(uk -1 = - ((Z ug) —nl) =
k=1 k=1 k=1 k=1
k=n k=n
1 L .1 .
— Zuk — 1. On en déduit que lim — Zuk = [, ce qu’on voulait prouver. Note finale : ce
gt nmreen 3

résultat est connu sous le nom de théoréme de Cesaro, il stipule que la moyenne des n premiers
termes d’une suite convergente a la méme limite que la suite elle-méme.

EMLyon 1991, Exercice 2 (**)
I. Etude de f.

2 +1
VT - 550 24— a(e )

1. Lafonction f est définie et dérivable sur R, de dérivée f'(z) =

z?+1 (2 +1)
1—
ﬁ. La fonction f est donc strictement croissante sur |—oo; 1] et strictement décroissante
e+ 1)2
2
sur [1; +00]. Elle admet un minimum global pour = = 1, de valeur f(1) = Vol 1=+v2-1.De
z(1+1) . .
plus, on a f(zr) = ——=%=—1,donc lim f(z)=1-1=0,et lim f(z)=-1—-1= -2
|$| 1 + % r——400 T——00

(rappelons au cas ou que est égal & 1 si x est positif, et & —1 si = est négatif). D’ou le

x
]

tableau suivant :

3
2



2.

(a)

(b)

f(z) / 0
—2
z+1
Si f(x) = x, on peut écrire ———= = x + 1, ou encore (x +1)(vVz2+1—1) = 0. on
Vr? +1

a donc soit # + 1 = 0, c’est-a-dire x = —1, soit V22 +1 = 1, ce qu'on peut élever au
carré pour obtenir 2 4+ 1 = 1, d’ot 2 = 0. On a finalement deux solutions & 1’équation
flx)=2:8={-1;0}.

En reprenant le calcul précédent, il faut déterminer le signe de (z + 1)(Va2+1 — 1).
Comme 2 4+ 1 > 1 pour tout réel, va2 +1 — 1 > 0, donc seul le signe de = + 1 importe.
On obtient que f(x) < z sur U'intervalle [—1; +oo].

3. Voici une allure de la courbe, ainsi que la premiére bissectrice :

II. Etude d’une suite récurrente.

1. Ces deux valeurs vérifiant f(z) = x, la suite sera constante égale & —1 ou 0 respectivement (on
peut faire une récurrence tres facile si on tient a faire une preuve trés rigoureuse).

2.

(a)

Prouvons par récurrence la propriété P, : u, < —1. Par hypotheése, Py est vraie, et si
on suppose P, vérifiée, on a donc u, < —1, et d’aprés le tableau de variations de la
fonction f, f(u,) < f(=1) = =1, donc up4+1 = f(u,) < —1. Ceci prouve P, ;1 et achéve
la récurrence.

On a vu plus haut que Vo < —1, f(z) > x, donc up41 — up = f(uy) —uy > 0siu, < —1
comme on vient de le prouver. Conclusion : la suite (u,) est strictement croissante.

La suite est croissante et majorée par —1, elle converge donc. Comme nous avons affaire a
suite récurrente et que f est continue, sa limite [ vérifie f(I) = [, donc ne peut étre égale
qu’a —1 ou 0. Comme Vn € N, u, < —1, on aura nécessairement [ < —1, donc la suite
(up) converge vers —1.

3. Le raisonnement est trés similaire & celui de la question précédente. Commencons par prouver
par récurrence que Vn € N, —1 < u,, < 0. C’est vrai au rang 0 par hypothése, et si on le suppose
vérifié pour u,,, alors (toujours en utilisant le tableau de variations de f), f(—1) < f(uy) < f(0),
c’est-a-dire que —1 < u,4+1 < 0, ce qui achéve la récurrence.

On constate ensuite que, comme f(x) — 2 < 0 sur lintervalle | — 1;0[, la suite (u,) sera
strictement décroissante. Etant minorée par —1, elle converge donc vers une limite I’. Comme
la suite est decroissante, on a Vn € N, u, < ug, donc par passage & la limite | < ug < 0. La
suite (u,) converge donc vers 1.

. C’est toujours le méme principe : la suite ne prendra que des valeurs strictement positives, et

sera décroissante, donc converge, et la limite ne peut étre que 0.



Maths III HEC/ESCP 2002, Parties A et B du probléme (**%*)

Partie A : Exemples

L. (a)

(b)

k=n
On a dans ce cas wy, = 22 X 3=06(n+1).
k=0

k=n k=n k=n 9 k
1A _ k n—k __ an k —k _ aqn _
Dans ce deuxiéme exemple w, = kZ_OZ X 3 =3 kZ_OZ x 3" =3 Z <§> =

= k=0
1— (%)n—l—l 1 2 i 1 1
R L (B e (= = gntl _gntl
1-2 3

2. PROGRAM suites;
USES wincrt ;
VAR i,j,n : integer; w : real;
BEGIN
WriteLn(’Choisissez l’entier n’);
readLn(n) ;
FOR1i:=0TO n DO
BEGIN
w = 0;
FOR j:=0TOiDO w := w+n(j+1)/(i-j+1);
END;
END.

3. Un résultat de convergence

1 n
Dans cette question, la suite u est définie par : Vn € N, u,, = <§> et v est une suite de réels

positifs, décroissante & partir du rang 1 et de limite nulle.

(a)

(b)

k=m k=m 1 k=m—-n—1 1 1 k=m—-n—1 1 11— 1
= o= = - - gmew
On calcule Z Uk = Z ok Z on+l+k — 9n+l Z 9k~ 9n+l 1— 1
k=n+1 k=n+1 k=0 = 2
1 1 1 1 1 r q Pinéealite d 6 .
on “omn) Ta9n om < on = Uy, donc 'inégalité demandée est vraie.
Il s’agit « simplement » de découper la somme constituant wo, en morceaux et de faire
k=2n k=n k=2n—1
les bonnes majorations : w, = Z UpVop—k = Zukv2n—k + Z UEVop—k + UopV0-
k=0 k=0 k=n+1

La premiére somme est égale & ugva, + u1v2,—1 + + -+ + upv,. Comme la suite (v,) est
supposée décroissante et que tous les termes de (u,) sont positifs, elle est inférieure ou
k=n
égale & (ug + uy + -+ + up)vy = Uty + vy Z up < ugvy + ugv, = 2v, (cette derniére
k=1
inégalité découle de la question précédente). De méme, en utlisant la décroissance de (vy,),
k=2n—1

la deuxiéme somme est inférieure ou égale a v up < VU, (toujours d’aprés la
1 k 1Un p

k=n+1
question précédent. En additionnant ces majorations, on obtient bien wa, < 2v, +viuy, +

VoU2n -
La deuxiéme majoration est du méme style : wa,4+1 = E UkVon+1—k + E UkVon+1—k +
k=0 k=n+1



k=2n
U210 < Vp1U0 + Ung1 (w1 +uz + -+ +uy) + 01 Z Ug + Uzn 4100 < 2Unq1 + V1UL +
k=n+1
VoU2n+1-
Les deux suites (uy) et (v,) ont pour limite 0 (pour (v,), ¢a fait partie des hypothéses,
et pour (uy) c’est une conséquence du fait qu'il s’agit d’une suite géométrique de raison

5) On en déduit aisément que lil}_l voU2n + 20, + viu, = 0, et pareil pour 2v,4+1 +
n—-+0oo

V1Uy, + Vougnt1. Comme de plus tous les termes de la suite (w,) sont positifs (ils sont
constitués d'une somme de réels positifs), le théoréme des gendarmes permet de dire que

lim wsy, = lim wa,s1 = 0. Autrement dit, quel que soit € > 0, il existe un entier ng a
n—-+o00 n—-+o0o

partir duquel tous les termes pairs de la suite sont inférieurs & €, et un entier nq a partir
duquel tous les termes impairs aussi. Quand n est plus grand que le plus grand de ces
deux entiers, tous les termes de la suite deviennent donc inférieurs a €, ce qui prouve que

lim w, = 0.
n—-+o0o

D’apreés I'inégalité triangulaire, on aura 0 < |(u' xv),

k=0

: R

1 . : ) .
E o Un—k = Wn. Comme on vient de voir que la suite (w,) convergeait vers 0, le théo-
k=0

réme des gendarmes nous donne la convergence de (|u’ x v|), et donc de (v’ x v), vers

0.

Partie B : Application a ’étude d’un ensemble de suites

1.

2.

Si (up

. L 1 1 )
) est une suite décroissante, on a i(un +up_1) = 5(% +a,) = ap = anp41, donc la suite

appartient effectivement a A. Au contraire, si (u,,) est strictement croissante, on aura toujours

5
(a)

Up + Up—1) < Up < Up41, donc la suite n’appartient pas a A.

1 1
La suite est récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique z? — Ex 3= 0.
. 1 9 ) % + %
Son discriminant vaut A = 1 +2 = T donc elle admet deux racines r = 5 = =1et
13 n
5= % =-3 Le terme général de la suite est donc bien de la forme z,, = a+3 <—§> .
1 n
La suite définie par u,, = 1+ =5 par exemple, appartient & A (elle vérifie la récurrence

linéaire de la question précédente, et on vérifie facilement que ses termes sont tous positifs),
mais n’est pas monotone puisque les termes d’indices pairs de la suites sont plus grands
que 1 et les termes d’indices impairs plus petits que 1.
1 1 1

Calculons donc, pour n > 1, ¢py1—cp = an+1+§an—an— 30n—1= tn41— §(an+an_1) <
0 puisque (a,) € A. La suite (¢,) est donc décroissante. Comme elle est par ailleurs
constituée de termes positifs (puisque c’est le cas de (ay)), elle est minorée, donc elle
converge.

Il semble assez naturel de procéder & une récurrence. Pour n = 0, I’égalité stipule que

0
1 . . . . . .
<—§ co = ap, ce qui est effectivement vrai. Supposons désormais 1’égalité vérifiée au

k=n-+1 1 k k=n 1 k+1 1
rang n, alors kz_o <—§> Cn+l—k = Cn+1 + kz_o <—§> Cn—k = Cn+41 — §an = Qp4+1 +

1 k
<_§> Un—k




1 1 ) .
—Qp — =Gp = Gp41- La propriété est donc vérifiée au rang n + 1, et la récurrence achevée.

Ca calcul prouve que les suites b X ¢ et a sont tout simplement identiques.

La suite (uy) convergeant vers [, la suite € a pour limite 0. De plus, elle est décroissante
a partir du rang 1 tout comme (uy), donc tous ses termes sont positifs (sinon elle ne
pourrait pas converger vers 0). Elle vérifie donc les hypothéses faites sur la suite (v,) dans

la partie précédente, et on peut en conclure que lil}_l dn, = 0.
n—-+0oo

k=n 1 k k=n 1 k
Ce n’est pas si dur que ¢a en a lair : d, = Z <—§> (cn—i —1) = Z <—§> Cr—k —
k=0 k=0

k=n 1 k 1— (_l)n-‘,—l 3 1 n+1
lkZ_O <_§> - an—lﬁ = a"+§l 1- <—§> . On peut également écrire

- n+1
quean:dn—{—;l (1—<—%> )

La toute derniére question est un simple calcul de limite : on sait que lil}_l dn, =0, et
n—-+0oo

lim <—§> = 0 (suite géomeétrique), donc lim a, = -[.

n—+oo n—-+00 3



