PROF : ATMANI NAJIB - 2eme BAC Sciences ex et math
Correction
Exercice 1:
1. Par somme de limites Ilim Inz + £ —1 = —ocet lim z | ¢ = 1| donc par quotient de limites
01 r—0!
. Imr4+zxr-—1
hm ——————— = —0o.
0! Tr+e*
o . ) . o4 3r -1 .oz
2. D’apreés la régle sur les hmites des fractions rationnellesona| m —— = hm — = oo.
T r—1 T+t T

3. Effectuons le changement de variable X = /. On a alors rle V" = X% X Or lorsque T — +oo
on a X — 4oo et d’aprés les croissances comparées  lim X%~ = 0.

X —teoa
Done| lim z%e V= =0
T
find T e?*
4. — X —.
(Inz)* (Inz)® =
2r
) x - » - T . [
[Yaprés les croissances comparées lm -——— = fooet im — = o0,
oo (Inz)? roo T
82::
D duit _—= )
OTC PAT prodinn :—lme (lnz)® +oo
5. " — e 4t =" (1 — Ty rze‘zn) X
Par composition de limite lim e THIE _ () ot par croissances comparées  lim 2e~*" — 0. Donc
Tt F—oo
lim (1 _ T IEE:_IE) — 1 et par produit | lim (¢* — ™ %) =
6. Ona lim (Inz)*= oo, lim 2*= focet lim —— =0.
T—+oo T+t T—+oo .Ul"'_
i |
3 — — —
Donc par somme, rl]}t_'l_'lm ((]n ) + 1 v"E) +o0.
. e e tr  r(e®/rieffril) FfrieTfril]
Coet—1x r(er/r — 1) erfr—1
Griice aux crolssances comparée llm elrpeffrtl=1et lim e*fr—1= -1
P
T |
Donc| lim crerr —1.
T—mx et — T

In(2z —1)  f(z) — f(1)
r—1 r—1
Comme [ est la composée de la fonction In et d'un polynome, f est dérivable en 1 done :

lim M:f’{l) Or f'(z) = ‘1 5 done /(1) = 4.

r—+1

2_
On a donc | im lnl[EI—l} =4
r—+1 r—1

8. Si on pose f(r) = In(22? — 1), on remarque que

9.
s s S (V2422 -1+ (z+ 1)) (V2 + 22 —1—(z + 1))
VI +2r —1—(z+ 1)
4 2r—1—(z 1P
V21— (z+1)
-2
V2R 21— (x4 1)
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Exercice 2:

I~ Tm a(z) — hm Z0tno)/z) Lt (ng)/z

— 1 . . — .
o A oA i) e T i gy oo car diaprés les croissances

comparées lim — =

fim 22 1H(nz)/z
T4t T e |41 lf’ T
~ lim a(z)—z— lim thhr—z rlnz(l —1/Inz) ~ bm lnzl —1/Inz
T ratae | b T I{lfr + 1} P 1+ IKI
Done la courbe représentative de a admet une branche parabolique de direction la droite d’équation
Y=
eT(1 + e T l+e”*
2~ lim ba)— fim ZS0TETT o JLEETT L ot tim b() — 1 car dapres los
T—4oo 400 E—T{l 4 E_T;I Tt 1 +e= .
crolssances comparées hm  ze® = (.
tim A5 gy LT
Fitoo oo | +1e_1 1; |
—r o xr I — & Tgen a e
_ IETM bir) —r = 1_1_}_1_':m e :r]—]}t-ll-lm o 1 T ijer =0, grice aux crolsSsances cOMparées.

Donc la courbe représentative de b admet en +oo asymptote d’équation y = T et en —oo une
asymptote d'équation y = 1.

rinz(l+1/x) i 1+1/z
3 - h 1 Inr———— =
I—]}Tm c(z) = :t—H-m VTl + 1)z I—]‘n*}”ﬁnﬂ:ﬁfl-l‘lfI

= C{I} m Bz 1tl/z = 0 car d’aprés les croissances comparées lim In =0.
:r—}+m T ::—}+m ‘u"f_‘l"il-l-lJJ'II

e Vi

Donc la courbe représentative de ¢ admet une branche parabolique de direction 'axe (Ozx).

Exercice 3:

1. — 1l faut i1 commencer par vérifier que f est bien définie ¢’est-a-dire qu'il nous faut vérifier que
1% — 2In 7 ne s'annule pas sur |0; ool.
2 72 —1
T

Soit h(z) = 7" — 2Inz. h est dérivable sur R** et h'(z) = 2r — — =2 .
Done h est décroissante sur |0; 1] et croissante sur |1; +oo|. h atteint donc son minimum en 1 et
comme k(1) = 1 on a bien k(z) = 0 pour tout z = 0.

— Les fonctions ¢ — =, r — 7° et T — Inz sont continues sur |0; +oo| done les fonctions ¢ — = +Inx
et T — r* — 2Inzx sont contimues sur |0; +oo|. Comme de plus * — 2Inr ne s’annule pas sur cet
mtervalle, f est continue par quotient de fonctions continues sur |0; +oo.

~ EnOona f(0)=—

Inz(r/Inz+1) lim z/lnz+1 1
—;m Inz(r?/Inz - 2) ozt 22/lnz—2 2
On a dnnc llgl* flx) = f(0) ce qui signifie que [ est aussi continue en 0.

De plus 11m flz) =

[ est donc continue sur B+,
2. — g est définie sur [—4, 4].
— Les fonctions * — =, T — /4 + T et £ — /4 — T sont continues sur |—4; 4]\ {0} donc les fonctions

T+ retr /44— /41— rsont continues sur [—4; 4|\ {0}. Comme de plus r ne s’annule pas
sur cet ensemble, g est continue par quotient de fonctions continues sur [—4; 4]\ {0}.
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— EnOonag(l) =5
De plus lim g(r) — fim VAtT— V-Vt z+ViI-2) . 2 .
I—*U? HUI r(vd+x+/1—1x) =0 p(yd +r+ 1 —1)

li —
220 Itz iz 2
On a donc li_,rﬂl:. g(r) = g(0) ce qui signifie que g est aussi continue en 0.

g est done continue sur [—4;4].

Exercice |
- Dy =R\ —5} ot on voit facilement que a est continue sur D;.

. L (2r+1)(z-1) B
T o e T

b G

3
Done a est prolongeable par continuté en —g en posant a(—1/2) = —=
~ Grace & une division euclidienneon a ° —1° — 1+ 1 = (r — 1)(z° — 1). Donc on a D, = R\ {—1;1}

et b est bien continue sur Db

-1 . 1
De plus llm b(r) = { 1}{1‘ 0 = lim oy +oo

IDDnc b n’est pas prolongeable par continuité en 1. |
— On a D, = |0; 2|U]2; + 00| et ¢ est bien continue sur D... De plus :

lim ofz) — Tim (V2r —2)(v2r + 2)(VT 1 7+ 3)
=70 =2 (Y T -3) (VI +7+43)(v2r +2)
L 2z -z T3
—im (r —2)(v2z +2)
o 2AVEETH)
=2 r2

Donc ¢ est prolongeable par contimuté en 2 en posant ¢(2) = 3.

Exercice 5:
On pose g(x) = f(z) — z. On cherche donc & savoir s'l existe =g tel que g(xp) = 0.

Par différence de fonctions continues, g est continue sur |0; 1].

De plus g(0) = f(0) = 0et g(1) = f(1) — 1 < 0 car on sait que f(1) € |0;1].

Done d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires il existe bien zq € [0; 1] tel que g(zg) = 0.
Il existe bien zp € [0; 1] tels que f(zp) = zo.

Exercice 6:
— Les fonctions ¢ — ¢ —e " et # — 27" + | sont continues sur B et comme 27" + 1 ne s'anmule pas
sur B (exponentielle positive) par quotient de fonctions continues, f est continue sur K.
. I I . 1 _4+e:+e_f
[ est aussi dérivable sur R et f'(z) = —{‘Ee—I 1) = (.
Done f est strictement croissante sur K.
f réalise donc une bijection de R sur f(R) =]]lE f; 1_'1_101: fl.

De plus hm f = —% et lim [ = +oo.
—em +exa

[ réalise une bijection de B sur ] —%1 400 [
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Exercice T: PROF : ATMANI NAJIB 2éme BAC Sciences ex et math

e On considére la fonction définie sur R par f(z) —e* 4+ 2z — 3.

— [ est continue sur B comme somme de fonctions continues sur K.

— Les fonctions © — €T et © — 27 — 3 sont strictement croissantes sur B donc [ est strictement
croissante sur K.

[ réalise donc une bijection de R sur f(R) =]]_IE I lilll fl=] — o0 +oal.

e Comme 0 € f(R). 0 admet un unique antécédent o par f.

Cela signifie qu’il existe un unique réel a tel que f(z) =0 & e = -2z + 3.

e Deplus f(1/2) =e'? 41 -3=¢Y?_-2<0et f(1)=e—1>0. Ona donc

f(1/2) <0< f(1)
&f(1/2) < fle) < J(1)
s A/2) < (o) < FHS(1)  car f~! est strictement croissante
=12<a<1

Exercice 8:

1. — f est continue sur R™ comme somme de fonctions continues sur R,

— Les fonctions © — = et ¢ — Inz sont strictement crossantes sur BY* done f est strictement
croissante sur R,

[ réalise donc une bijection de R** sur f(R**) =]l:;1;n I 1_'1_1;} fl=] —oo; +oo|=R

2. On cherche ic1 & résoudre 'équation f(x) — 2005.
e Comme 2005 € R = f(R**), 2005 admet un unique antécédent o par f.
Cela signifie qu'il existe un unique réel a = 0 tel que f(a) = 2005 & a + In{a) = 2005.
e De plus f(1997) = 1997 + In 1997 < 2005 et f(1998) = 1998 + In 1998 = 2005. On a donc

F(1997) < 2005 < f(1998)
< f(1997) < f(a) < f(1998)
a9 < [ (f(a)) < FY(S(1998))  car f! est strictement croissante
<1997 < o < 1998

Exercice 9:

1. — f est définie sur R car | — e ** ne s’annule pas sur R*.
~ Les fonctions © — 72, £ — ¢ % et £ — ¢ 2 sont dérivables sur R* donc les fonctions © — 2%~
et T — 1 — e ** sont dérivables sur R*. Comme de plus 1 — ¢*F ne s'annule pas sur cet ensemble,
f est dérivables sur R* par quotient de fonctions dérivables sur R*.
~ EnOona f(0)=0. Donc

_ fl(z) — f(0) Te T 2r e 1
l‘—m r—0 :lz—ml—e—ﬂf_:]rl—%eﬂf—lﬂ_ﬂ
{On a donc li_]n}} f{ ) - f{ ) qui est finie done [ est dérmvable en 0 et f(0) = %
T T —

l [ est donc dérivable sur IE.‘

2. — h est définie sur R** car = — 1 ne s'annule pas sur |0; +oo[\{1}.
— On remarque que ]]Il'l hiz) =1 # h(0) car hm1 ln:cl =1
T

Done b n'est pas c::-ntlnue en 1 done ne peut pas étre dérivable en 1.
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— Les fonctions ¢ — = et  — Inx sont dérivables sur |0; +oo[\{1} donc les fonctions = — rInr et
T — r— 1 sont dérivables sur |0; +oo|\{1}. Comme de plus r — 1 ne s’annule pas sur cet ensemble,
h est dérivables sur |(; +oo[\{1} par quotient de fonctions dérivables sur |0; +oo[\{1}.

h est done dérivable unmquement sur |0; +oo[\{1}. |

Exercice 10:

1. — Les fonctions = — = et = — In(z?) sont continues sur R* donc, par produit et somme, [ est
continue sur E*.

~ Ona f(0)=10et lin'E.f{I] = li_l;ﬂﬂ?Iln|I| — 27 =0 car 11_131ﬂzln|1| = 0.
Done liI;nn flz) = 0= f(0) ce qui signifie que f est continue en 0.

[ [ est donc continue sur E. |

2. Les fonctions © — z et = — In(z?) sont dérivables sur R* donc, par produit et somme, f est dérivable

sur R*.
3. Ona:lhim M =lim In(r?) —2 = —o0.
r—+0 T — r—+)
Done f n'est pas dérivable en 0 mais comme lim ﬂIJ SO = —oo on peut dire que la courbe

. =0 z—0
représentative de [ admet en 0 une tangente verticale.

Exercice 11:

1. a) — Les fonctions = — =+ 1 et = — ¢ '/* sont continues sur B** donc, par produit, f est continue
sur R, ;
~ Ona f(0)=0et lim flx) = lim (x4 1)e " =0 car lim — — = —oo.

r—+ T

Done 11n1 flr) = {] f(0) ce qu1 blgﬂlﬁﬂ que [ est continue en (.

| f est done continue sur RV |

0 1 1
b) 1_]14131 M— 11n1 [I-I—l)x e 7 — () car d’aprés les croissances comparées ]LIE e —1/=

f est done dérivable & droite en 0 et f3(0) =
2. Les fonctions © — = + | et © — ¢ Y7 sont dérivables sur BRY* done, par produit, f est dérivable sur
2 1
R+ De plus f(z) = =2 ¢z,
T

3. 0na lim 4 1=+4ocet lim e "*=1donc ]it_'l_'l flz) = +oo.

T—txa T—0

4. Pour = = 0, f'(z) = 0 donc f est strictement croissante sur B*. On a donc le tableau de variation

suivant :
T 0 +0o0
f'(x) +
+0oa
f(z) A
0
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Exercice 12:
l. Comme 7 + a ne s’'annule pas sur R\ {—a}, f est de classe C* sur R\ {—a} donc pour tout entier

n, [ est bien de classe C" sur R\ {—a}.

. —1)"n! . )
Montrons par récurrence que la propriété P(n) : f {“}{I} = % est vrale pour tout entier n.
T
e Pour n =0 :

D'une part f©(z) = f(z) = —-
(—1)%! 1

D’aut t = .
e )

Done P(0) est bien vraie.

e Soit i un entier fixé. Supposons que P(n) est vraie. On a alors :

FE () = (FOY(2) = (—1yrmt x — D (DT D)

(z+a)*2  (x}a)+2
Donc P(n + 1) est alors vraie.
: —1)"n!
o (m) = f‘—
On a donc montré que pour tout entier n, fi™(z) @ T
2 1

2.0 = — .
naglr) =5t o

Done pour tout entier n, on a

s () A

Exercice 13:

I. — La fonction # — = + 1 est de classe C' sur |0; foo| et la fonction = — €* est de classe C' sur
| —o0; 0.
Donc [ est de classe C! sur R*.
— On a de plus 1:']1111 f=1=fl0)= 13.1:11 f done [ est continue en 0.

[ est continue sur B.
— Pour tout = = O on a f'(r) = 1 et pour tout = < 0, f'{x) = e".
Domne ]j;tun ff=1 =lg.1:ﬂ f

D’aprés le théortme de prolongement des fonctions de classe C' f est de classe C' sur R et on a
1 siz=0
"r) = i )
fiz) {E.-'" sz < 0

2. Les fonctions £ — €® — 1 et £ — €® + | sont de classe C' sur R et ¢* + 1 ne s’annule pas sur R. Par

quotient de fonctions de classe C', g est done de classe C! sur R.
2e*

(e=+1)%
3. — Lesfonctions T — et T — ¢ /1" sont de classe C' sur B* donc par produit h est de classe C' sur R*.
— On a de plus 1:;1;11 h=0=h(0)= 1:;1:11 h car 1111'1:II e ¥ — 0. Done h est continue en 0.

On a de plus ¢'(z) =

h est continue sur K.

3 3
— Pour tout = == 0 on a h'(z) = (1 + E) e 3% ot pour tout = < 0, h'(x) = (l — ;) e

A ' " - ¥ = ¥
Done, grice anx croissances compardes, 111}1 h=0=hmh
i 0
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