Exercices d’applications et de réflexions avec correction : FONCTIONS LOGARITHMIQUES

PROF: ATMANI NAJIB

2BAC BIOF

TD+CORRECTIONS-FONCTIONS LOGARITHMIQUES

Exercicel : déterminer le domaine de définition
des fonctions suivantes :
1) f:x—>In(x+1) 2) g:x—>|n(x2—3x+2)

3)h:x—>% 4) k:x—>Inx+In(x-1)
X

5) m:x—>|n(x—_4)
X+1

solution :1) f(x)=In(x+1)

D; ={xeR/x+1>0}

X+1>0<>x>-1 donc: D, =]-1,+x

2) g(x)=In(x* -3x+2)

D, = {xeR/x* —3x+2>0

A=b? —4ac =(-3)" —4x2x1=9-8=1>0

:E:ﬂzz et Xzzﬁzgzl
2x1 2 2x1 2
&z —0X 1 2 +0C
2302+ 0 — 0+

Donc : D, = ]-o0,1[ U ]2, 0]

3) h(x)=—

=Ty D, ={xeR/x>OetInx =0}

InXx=0<Inx=Inl<> x=1donc: D, =]0;1 UL;-+oo]

4) k:x—Inx+In(x-1)
La fonction est définie ssi x>0 et x-1>0 cad

x>0 et x>1donc : D, =i +oof
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5) m:x—>|n(x;4j

X+1

La fonction est définie ssi X;‘ll>o et x+1>0
X+

En utilisant le tableau de signe on trouve :
D,, = -0~ U4, +oo

Exercice2 : Résoudre dans R les équations

et inéquations suivantes : 1) In(x—2)=0
2) In(3x-1)=In(5x—10) 3) In(2x-1)-In(1-x)=0

4) In(2x) =In(x* +1) 5) In(2x-6)>0

6) In(x—1)—In(3x+1) <0

Solution :1) In(x-2)=0

a)cette équation est définie ssi: x—-2>0
x—2>0&x>2 donc: D =]2;+o0f

b) Résoudre I'équation :
In(x-2)=0<In(x-2)=In(1) = x-2=1<x=3<eD,
Donc : S ={3}

2) In(3x-1) =In(5x—10)

a) cette équation est définie ssi : 5x-10>0 et
1
3x-1>0 cad x>2 et X>§ donc : Dg = [2;+o0[

b) Résoudre I'équation :
In(3x—1)=In(5x—10) <> 3x -1=5x—10 <> —2x =—9

Donc : <:>X=ge D. donc: sz{%}

3)In(2x-1)-In(1-x)=0
a)cette équation est définie ssi: 2x—1>0 et

1-x>0 cad x>% et x<1

=




donc : p, {l;l{
2
b) Résoudre I'équation :

In(2x-1)—In(1-x)=0<In(2x—-1) = In(1-x)

2x—1:1—xc>3x:2<:>x:§e D¢

Donc: S = {Z}
3

4) In(2x) = In(x2 +1)
a)cette équation est définie ssi: 2x >0et

x*+1>0 cad x>0 donc : D, =]0;+oq]
b) In(2x) = In(x2+1)<:>2x=x2+1c>x2—2x+1:0
< (x-1) =0 x=1eD, Donc: S={1

5) In(2x-6)>0
a) cette équation est définie ssi: 2x—6>0

2X—6>0<>x>3Donc : D, = ]3;+o[

b) Résoudre l'inéquation :
In(2x—-6)>0 < In(2x-6)>Inl< 2x-6>1

7 7
S X>— & Xe| =+
o7

donc: s = B;m[m]g; o] = B;M{

6) In(x—1)—In(3x+1) <0

a) cette équation est définie ssi: x—1>0 et

3x+1>0 cad (x>—%;x>1j donc D, =1 +oof

b) Résoudre I'inéquation :
In(x—1)-In(3x+1) <0 < In(x-1) < In(3x +1)
X=1<3Xx+1<2x>-2<x>-1

Donc : S =]-L+oo[ N JL+eo[ donc : S = [ +oo

Exercice3: Onpose I n(2)=0,7et In(3)=11

Calculer: 1n(6) ; In(4) ; In(8) ; I n(72)
In(%j ; In(gj L In(v2) i In(6) |n(3J§)
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|n(12€/§) CA=Iny2442 410242 ;

1 1 2015 2019
B=Z|n81+|nJ§—|n§ etC=|n(\/§+1) +|n(J§—1)
Solution :

In(6)=1n(2x3)=In(2)+In(3)=0,7+11=18

In(4)=In(2x2)=1n(2*)=2In(2)=2x0,7=14
In(8)=1n(2x2x2)=1n(2")=3In(2)=3x0,7=21
In(72)=1n(3x2°)=1n(3")+In(2’)=2In(3)+3In(2)
In(72)=2x11+3x0,7=2,2+21=4,3
In gjzln(3)—|n(2)=1,1—0,7=0,4

In 1 =-In(2)=-0,7
(3]0

| n(\/é)zll n(6):%><1,8:0,9

In(3\/§):In(3)+In(«/i):l,l+%ln(2):l,l+0’—27:1,1+0,35:1,45

In(12€/§): In(3x 22)+In(€/§): |n(3)+2|n(2)+|n(3§]

In(123/3) = In(3)+2ln(2)+%ln(3) :1,l+1,4+%><1,1: 2,86

A:an2+J§+|nJ2-J§:|n((J2+J§)(J2-J§)):|n( (2+J§)(2-J§))

A= InUZZ —(ﬁ)zjz In«/_:%ln2=0,35

B :Eln81+ln\/§—lnizlln34 +£In3—|n%:ﬂln3+lln3+3ln3
4 27 4 2 3 4 2

B =1,1+%+3><1,1= 4,95

C _ |n(\/§+1)2015 +|n(\/§_1)2019 _ In((\/z+1)2019 X(\/E_l)ZOlQ)
c =|n((J§ +1)(\2 —1))2019 - |n((J§)2 _12)2019 = 2019In(1) = 2019x0=0

Exercice4 : On pose «a = In(a) et § = In(b)
Calculer en fonction de « et g les réels suivants :

In(azbs) et !

(¢}
ﬁ
3
O

Solution :

N




In(a’b®)=In(a’)+In(b*)=2Ina+5Inb=2a+58

7 1 7 1
In(ilzln(a 6h 6jzlna 6 +Inb 6:—glna—%lnb

Ja’d

1 7 1
In| — |=—Lg-=
[6a7b] 6a 6ﬂ

Exerciceb : simplifier et calculer :
A=In(e2)+ln(e4)—ln(%j

B :2In(\/€)+ln(e\/e_)—%ln(e9)

Solution :
A:In(e2)+ln(e4)—ln(§]:2In(e)+4|n(e)——|n(e)
A=2x1+4x1—-1=7

B :2In(\/e_)+ln(e\/e_)—%ln(e9):2x%In(e)+lne+In(\/e_)—%9ln(e)

1 1 1 1

B=1lIn(e)+Ine+=In(e)-3In(e)=1+1+=-3==-1=-=

() +Ine+In(e)-3In(e) =1+1+>-3=> 1=
Exercice6 : Résoudre dans R les équations et

inéquations suivantes :

1) In(2x—1):§ 2) 2(Inx)* +Inx—6=0
2 Inx+3
3) 3(Inx)"+2Inx—1=0 4) > —
Inx—-1

5) Inx+In(x-1)—In2=1In3
6) In(2x+5)+In(x+1)<In4
7) In(14—x) > In(10+7x—3x?)

Solution : 1) In(2x—1)=g

a) cette équation est définie ssi :
1 . 1,
2X—1>0©x>5 donc: D; = §,+oo

b) Résoudre I'équation :

In(2x 1) = g = In(2x—1) = gm(e)

3 3
= In(2x—1):|n[e2j<:> 2x —1=e2
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2) 2(Inx)2 +Inx-6=0

a) cette équation est définie ssi: x>0
b)on pose: Inx=X

onaalors: 2X2+X -6=0

A=b*-4ac=1+48=49>0

“1+7 1
X, =+ et x, =21
2x4 2x2
Donc : X1:§ et X,=-2
2

Donc : |nxi=g et Inx, =-2

3
Donc : X =€% et X, =€ finalement :

S :{e\/g,eiz}

3) 3(In x)2 +2Inx—-1=0

a) cette équation est définie ssi: x>0
onpose: Inx=X

onaalors: 3X?+2X -1=0

A=b*-4ac=4+12=16>0
_2+4 2 1

—2-4 -6
1= =—=— :—:—1
2x3 6 3

2x3 6

et X, =

1
Donc : Inxlzg et Inx,=-1

1
s 41
Donc : x1:e3:§/5 et X2=el=g

finalement : S = {%/El}
e

Inx+32
Inx-1

4)

Inx-1=0<=Inx=1l<Inx=lne< x=e

a) cette équation est définie ssi: x>0et Inx-1=0

1w




donc D, =]0;e[ U]e;+o[

b)Inx+32_ Inx+3+120<:>zlnx+120
Inx-1 Inx-1 Inx-1
1

1
Inx+1=0< Inx=-1l<Ihx=Ih=< x==
e e

Inx-1=0<Inx=1<Inx=lhe< x=e

x 10 1 e 400
Inz+1]| — 6 + +
Inz—1| — — +
=l I B

s =(Joef i) 02 [l |- Joid [l
5) Inx+In(x—-1)—In2=1In3

a) cette équation est définie ssi: x>0 et x-1>0

donc : D, = Ji;+oo

b) Inx+In(x-1)—In2=1In3

< Inx+In(x-1)=In2+In3< In(x(x-1))=1n6
Ssi x(x-1)=6 ssi X’ -x-6=0

A=b? —4ac = (-1)} ~4x1x(-6)=1+24=25>0

—(—1)+\/£

ot , ()%

2x1 2 2x1
X, =3 ou x,=-2¢L+o[ donc: S ={3}
6) In(2x-5)+In(x+1)<In4

a) cette équation est définie ssi: x+1>0et
2x-5>0 cad [x>getx>_1j donc p, :E;Jroo[

b)
In(2x-5)+In(x+1)<In4 < In((2x-5)(x+1))<In4

(2x-5)(x+1) <4 < 2x2-3x-9<0
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A=b*-4ac=9-4x2x(-9)=9+72=81>0

_3+9% ety -3 9donc: x=3ety -3
2x2 2x2 2
1 -0 —3/2 3 +00

2039 + 0 - 0 +

o - 31 {5

7) In(14—x) > In(10+7x—3x2)

a) cette équation est définie ssi: 14—x>0 et
10+7x—3x2>0apres résolution on trouve :

WK

b) In(14—x) > In(10+7x—3x?)

14—Xx>10+7X—3x2 <= 3x2—8x+4 =0

< (x-2)(3x-2)>0<= X€:|—OO;§[U]2;+OO[

o -{|=Fore) 1
4]

Exercice7 : Résoudre dans R? le systéme

S

3Inx+Iny=2

suivant :
{2 Inx—Iny=3

Solution : {3'““'”:2_’1 x=0ety>0

2Inx—|ny=3—>2

La somme des deux équations membres
a membres donne :

S5iInx=5<Inx=1<Inx=Ihe< x=e

On remplace x=e dans la premiere équation
On a donc:

3lne+lny=2<Inhy=2-3<Iny=-1

osy=e'le y=% Donc S ={(e;1j}
e

I




Exercice8 : déterminer le domaine de définition
des fonctions suivantes :

% 2) g:x—>f1-In(e-x)

1) f:x—>

3) hiXx»>———
(In(2x))2—l
Solution : 1) cette fonction est définie ssi :
x+1>0 et x>0 et Inx>0 et In(Inx)=0
Cad x>-1et x>0 et x>1etlInx=l
Cad x>1 et x=e donc: D, = [L;e[ U]e;+oo|
2) cette fonction est définie ssi :
e—x>0 et 1>In(e-x)
Cad X<e et e—x<e Cad X<e et x>0
donc: D, =[0;¢[
3) hixo>——t
(In(2x))2—l
Cette fonction est définie ssi :

2x>0 et (In(2x))2—1>-0
Cad x>0 et (In(2x)—-1)(In(2x)+1)>0

In(2x)+1:0<:>ln2x:—1<:>In2x:ln1<:>x:2i
e e

In(2x)—1:0<:>In2x:1<:>ln2x=lne<:>x:g

x 0 5 5 +00

In2x+1 - +

In2z—1 - —

(In2z+1)(In2x-1) + |]] - é

-pis

Exercice9 : Déterminer les limites suivantes :

_2In(x)+1 _
1) lim ——— 2) | In*(x)—1I
) im = ) Jim (In” (x) ~nx)
3) lim x—Inx 4) lim In? (x) + Inx

X—>+00 x—0*
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5) lim (1+Inxj 6) lim x* log x
x—=0"\ X x—0"
: 5 : 1
7) lim 2x—x"In x g) limxIn| 1+—
x—=0" X—>+0 X
. 2
9) |Ifg] x(In(x))" on pose : X =x
In(x* +3x
10) lim ( : ) 11) lim x*(Inx)’
X—>+00 X — X—=0"

_ _2In(x)+1
Solution : 1) lim ————

X—>+00

Ona: lim2in(x)+1=2x(+0)+1=+o

X—>+0

Et lim In(x )=+ donc forme indéterminé(Fl)

X —>+o0

2+i

In x
. 2Inx+1 . In x
m ———==1lim

li
In X X4 In x

X—>+0 X—>+00

j= lim 2+i=2+0=2
In x

(car limlnx = +x)

X—>+00

2)lim(In* (x)—Inx) 2

limIn? (x) - Inx = lim In? (x) = Inx = lim Inx(In(x) —1) = +e0

X—>+® X—>+0 X—>+0

(car limlnx =+o0)

X—>+00

3)limx—Inx ?

X—>+00

) ] Inx
Imx—-Inx=limx|1—-— |=4w®
X

X—>+0 X—>+00

. Inx .
(car lim —=o0et limlnx=+wx)

X0 X X0

4) lim In* (x)+Inx ?

x—0"

limIn® (x) +Inx = lim Inx(ln(x)+1) = 400

x—0" X—>

Car lim In(x):—oo et limIn(x)+1=—o

x —0" x—0"

5) lim (1+ Inxj

x—>0"\ X

1+xinx 1

= =40 Car lim xInx=0

x—0*

.1 .
lim=+Inx=lim
x—0" X x—0" X

6) lim x* logx =0 car Iirgl X"Inx=0 (ol 72 € &)
X—>

x—>0"

3




7)lim 2x-x*Inx=0
x—0"

) 1
lim X|n(1+;j on pose : X =x

X—>+0

8)

X >4 X >0

lim x|n[1+3j = |imi|n(1+ X)= limn@+Xx)
X - X 0" X

X—>+o0

Car: Iimwzl

x—0 X

9) lim x(In(x))" on pose : x = Jx

x—0*
X =\/§<:>X2=(\/;)2<:>X2=x
X—=>0" <= X >0

lim x(In(x))" = lim X2 (In(X?))" = lim X (2InX )’

x—0" x—>0" x—0"

lim x(ln(x))2 = lim 4X2?(InX )’

x—0"
. 2_ - 2_ 2
XIlﬁrglx(ln(x)) _4XILrg1+(XInX) =4x0%=0

Car: limxinx =0~

x—0"

: |n(X2+3X) In(x* +3x)
10) lim ?Onpose: f(x)=———=
X—>+00 X—-1 X—1
|n(X2 [HiD Inx2+ln(1+3)
f(X): = X
x-1 x-1

lim E:0 et lim In[l+§j:0

X+ Y X—>+00 X

lim M =0
x40 X —1

Donc :

5
2
. 5 . -
11) lim x*(Inx)” = lim [xf’ In xj
x—0* x—0*
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2
Ona: limx®INx=0 donc lim xz(lnx)S:O

x—0" x—0"

Exercicel0 : Déterminer le domaine de dérivation
et la dérivée de la fonction suivante :

f(x):ln(3x2+5)
Solution : la fonction u: x — 3x? +5 est dérivable
SurR etona: 3x*+5>=0 VvxeR

alors la fonction : f:x—1In (?;x2 +5) est dérivable

(3X2 +5)' 6X
3x?+5  3x245
Exercicell :calculer la dérivée des fonctions

vXxelR

sur R etona: f'(x)=

définies par :1) f(x)=x’—Inx 2) f(x)=xInx
3) f(x):ln(1+x2)

2_
oyl 2¢-1
X X

Solution :1) f'(x)=(x’ —Inx)'

2) f’(x):(xlnx)' =X Inx+x|n'x:llnx+xxizlnx+1
X

(1+X2)' B 2X
1+x2  1+x

3) f "(x) = (In(1+ xz))’ =
Exercicel? :calculer la dérivée de la fonction

Ux3+8

définie sur | =]-2;+o0[ par: f(x)=

Solution : Vxe]-2;+[ ona:

' 3 8 2 1'
Donc : f (X)zi(x;r ) _3(x2+ ) VX € |-2;+o0]
f(x) 4 x*+8 x°+1
’ 2
Donc : f(X)=1 3x -3 2x
f(x) 4x°+8 x*+1

[}




f’(x)_—3x<7x3—x+64)

Donc : f(x) = 4(x3+8)(x2+1)

Donc :

- —3x(7x3 —X+ 64)

f'(X)— 4( 3

X +8)(x2 +1)

—3x(7x3 — X+ 64)

~aifle ey (e 1)

Exercicel3 : Déterminer le domaine de dérivation
et la dérivée des fonctions suivantes :

1) f(x)=InIn|x|

f(x

2) f(x):ln‘sin2x+3sinx+4‘
Solution : 1) cette fonction est définie ssi :

X|>0 et In|x|>0 cad x=0 et |x>1
Donc : D, = J-o0;—1[ L [i;+00]

Donc f est dérivable sur]-oo;—1] et ]i;+oo]

(Inx)

In|x|

VX € |00, 1] U 1; +oo] f'(X):(In‘In|x”)’ =

£(x)=(In[in}]) =ﬁlxl

2) f(x)=In|sin®x+3sinx-+4

cette fonction est définie ssi : sin> x+3sinx+4 >0

on pose: t=sinx donc: t2+3t+4
A=9-16=-7<0 donc: t2+3t+4>0

Donc: D, =R

Alors : la fonction f est dérivable sur R

14
=2 H .
(sin® x+3sin x+4) _ 25sin XCOS X +3C0S X
sin® X +3sin x+ 4 sin? X +3sin x+ 4

(%)

Exercicel4 : Déterminer les fonctions primitives
des fonctions suivantes :

1) |=1R<;f(x):x4’i2 2) |:]0;1[;g(x)=ﬁ
3)I :]—oo;l[;h(x):xi_1 4) I:}%;Zn{;k(x):%
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5) M (x)= ] (Essayer d’écrire

g(x)=i+i ol a et b des réels a
x-1 x+1

déterminer).

O+ 2xE 3%+ 2

6) N(x) 3

1
(x=2)In(x-2)

7) | =13;+o0[;q(x) =

X3 _1(X4+2)’
12 4 xt42

Solution : 1)ona f(x)=

1

Donc : F(x) 2

In|x* +2|+k avec keR
Puisque : x* +2>0 donc: F(x):%ln(x4+2)+k

(Inx)

1
_ 1 x

2) f(x)= =X =

) (X) xInx Inx  Inx

donc les fonctions primitives sont :
G(x)=In|Inx|+k

avec keR

Puisque : xe]0;1] donc: Inx<0

Donc: F(x)=In(-Inx)+k avec keR

1 (x-1) .
3) 1 = |-l ;h(x)=——= d les fonct
)1 =]-0;1];h(x) 1T 1 onc les fonctions

primitives sont : H (X)=In|x—1+k
Puisque : xe]-;1 donc: x-1<0
Donc: H(x)=In(1-x)+k avec keR

_cosx _(sin x)'
Csinxsinx

donc les

4) 1 =j|377[;272'|:;k(X)

fonctions primitives sont : K(x)=In[sinx|+k
avec keR

1 1

_1(x+D)(x1)

5) m(X)=—

-1 (x+1)(x-1) 2 (x+1)(x-1)

[N




m(x) Z%[(Xii)z)l()_l) - (xJE)l()_(i)—l)J :%(xil_ xilj

Donc les fonctions primitives sont :
j: In

M(x):%(ln|x—]1—ln|x+1|):%(In
X +2x —3x+2  (x=3)(X* +5x+12)+38
- X—=3 - X—3

x-1

X+1

x-1
X+1

+k

6) n(x)

Donc : n(x):x2+5x+12+3—83
X_

Donc les fonctions primitives sont :

3

N (x)=%+gx2 +12x+38In[x-3]+k avec keR

1
(x=2)In(x-2)

7) 1 =13+00[;q(x) =

1

1 (x2) _(n(x-2)

Q(X)=(X_2)|n(x_2)_In(x—2)_ In(x-2)

Donc : donc les fonctions primitives sont :
Q(x)=In[In(x-2)+k avec keR

Exercice 15 : Considérons la fonction f définie
5x+1
f(x)=
(x) X2+ X—2
1) Déterminer 'ensemble de définition de la
fonction f et Déterminer les réels a et b tels que :
(¥xeD); f (x)=—2-+ 2
x-1 x+2
2) En déduire la fonction primitive de f sur

J-o0;—2[ Tel que F(-3)=In2

par :

Solution :1) D, ={xeR/x* +x—2+0]

A=b?—4ac=1"-4x(-2)x1=1+8=9>0

_-1+3
% 2x1

:E:]_ tX :L_3=_—4=—2
2 2

2
X

Donc : D, =R/{-2;1}

) a(x+2)+b(x-1) ax+2a+bx-b (a+b)x+2a-b

=y ey - el

Prof/ATMANI NAJIB

a+bh=5
Donc : Donc: 3a=6 Donc: a=2

2a-b=1
2 3
Donc: b=3 Donc: (VxeD, ); f(x)=——+——
Xx=1 X+2
(x—l)' (x+2)'
vxeR/{-211); f(x)=2 3
2)( X< { }) (X) x—lJr X+2

F(x)=2In|x-1+3Injx+2|+k keR

Xe]—oo;—2[<:>x<—2 et x<1

Donc : x+2<0 et x-1<0
Donc : les fonctions primitives sont :

F(x)=2In(1-x)+3In(—x-2)+k keR
F(-3)=In2<2In(4)+3In(1)+k =In2
k=In2-2In(2*) <k =-3In2

Donc : F(x)=2In(1-x)+3In(-x-2)-3In2
Exercice 16 : simplifier et calculer :

1
1) log,4 2) Iogﬁz 3) Iogﬁ9

4) A=log, (%j +log, (10)+ log, (é/g)

3

Solution :1)

1 2
Iogﬁgz—logﬁZ:—logﬁ(\/ﬁ) :—2Iogﬁ«/§:—2x1=—2
4
Iogﬁgzlogﬁ<\/§) =4Iogﬁ\/§=4x1:4

1
A=log, (%)+ log, (10) + log, (§/§) =-log, 5+log, (5x 2) + log, [35j

3 3

A=-log,5+log,5+log, 2+%Iogl 3=1+%Iogl3

3 3

Aci-Liog,log 1 4
5 733 5 5

3

Exercicel7 : On pose a =log,, (100)et

f =109, (25) Calculer  en fonction «

100




1100 In(2°x5%) 2In2+2In5
IN40  In(2°x5)  3In2+In5

Solution :ona: 4

In25s In(5°) 25 In5

D’autre part : ﬂzl = L= =
n16 In(z) 4In2  2In2

2+2|n—5
Aussiona: ,—_ In2 _2+45
3, IN5  3+2p
In2
2+4p
o= S al3+2f)=2+4 < 3a+2af=2+4
3+2p (3+26) p P p
3a+2af=2+4p<2(a-2)f=2-3a < B= 2-3a
2(05—2)

Exercicel8 : simplifier et calculer :
1)log,,100 2) log,, 0,0001

3) A=log(250000) + log 250 - log (125)

Solution :1) log,,100 = log,,10° = 2log,, 10 = 2x1=2
2) log,, 0,0001 = log,,10™* = —4log,,10 =4

3) A=log(250000) + log 250 - log (125)

A=log(250000)+log /250 - log (125)

A=log(5° ><104)+% log (5° x10)—log (5°)

A=log5? +log10* +%(I0952 +l0g10)-3log5

A= 2Iog5+4|oglO+%(2logS+ 1)—3log5
A= 2Iog5+4+|ogS+%—3IogS=4+%:g
Exercice 19 :déterminer le plus petit entier

naturel n tel que : (gj >10%

) . 3 n 3 n
Solution : (E] >10% @Iog[[gj ]zlog(lozo)
3
<:>n|og[—j220<:>n2—
2 2)
| og 5
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Le plus petit entier naturel n, estdonc:

20

Exercice 20 :1) Résoudre dans R I'équation :
1) log, (2x)x(log, (x)-1)=0

n,=E +1=114

2) 2(logx)’ ~19logx-10=0

1
3) log [x——jzl
.

4y log,, (4x)+log,, (16x) =4

Ou log est le logarithme décimal

Solution :1) a) cette équation est définie ssi :
x>0 et 2x>0 donc : D = ]0;+oo]
b) Résoudre I'équation : log, (2x)x (log, (x)-1)=0

ssi log; (x)—1=0 et log, (2x) =0

ssilog, (x) =logs (5) et log, (2x) = log, (1)
: 1 . 1,
ssix=5et y-- donc: S :{—,5}
2 2

2) 2(logx)* —19logx—10=0

D, =]0;+[ Onpose: logx=X donc:

2X?-19X ~10=0

A=b? —dac = (19)" —4x2x(~10) =361+80 = 441=(21) >0

19-21 1

:19+21:10 et x, -

X
Lo2x2 2x2 2

Donc : logx, =10et logx, :—%

1

- 1 1 10
Donc: x, =10 et X, =10 2 = —; :\/_:\40_

102 10
Donc: S = —\/1_0,1010
10
. 3)a) cette équation est définie ssi :
9




1 1 1
X——>0donc: X>_- donc: D, = |=;+w
2 2 2

a) log [X—1j>1<:>log (x—1j>|og (EJQX_E<1
2) o2) 2 272

car: log est strictement décroissante

2

donc: x<ldonc: s =]_oo;1]m}l;+oo[=}l;1}
2 2

4)a) cette équation est définie ssi :
4x>0 et 16x>0 et 2x>0 et 2x#1 et 4x =1

1 1
donc: x>0 et x;«tE et x;aeZ

donc : D, =]O;+oo[—{%;%}
b) vxeD, : 10g,, (4x)+log,, (16x) =4 <
& log,, (2)+log,, (2x)+log,, (4x)+log,, (4)=4

Orona log, (a)=1 donc:

< log,, (2)+log,, (4)=2

_ _In(2) 1
Etona: log,, (2)= In(2x) ~ log, (2x)

log, (2x) =log, (2)+log, x =1+log, X

1

Donc : log,, (2) = 1+log, x
2

In(4) 1

B In(4x) - log, (4x) o

D’autre part on a : log,, (4)

log, (4x) =log, (4)+log, x=1+log, X
In(x) In(x) 1

Et puisque : | = = ==
PUISAAE - 100, X In(4) 2In(2) 2 9

2
1+;Iog2 (x) 2+log; (x)

Donc : 109, (4) =

2
+
1+log, x 2+log, x

Donc I'équation devient :
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Cad: 2(log, x)2 +3log, x=0

Cad: Iogzx:_?3 ou log, x=0

Cad : x—2773—£—i—L ou x=1
' s N2 22
1
donc:s={—:1
{NE }

Exercice 21 :1) Résoudre dans R les inéquations
et équations suivantes :

1) log,(7x-1)"=0  2) log,(5x+1)=2

log, (5x+1
3 log, (5x+1) )2 <1
log, (7x-1)
Solution : 1)a) cette équation est définie ssi :

1
7x—-1#0 donc: X¢? donc: D, =R—{%}

"b) log, (7x-1)" =0 (7x-1)" =1

& T7x-1=1o0ou 7x-1=-1 <:>x:$ ou x=0

donc: s= {0;3}
7

2) log,(5x+1)=2

2)a) cette équation est définie ssi : 5x+1>0

Donc : D, =}—1;+oo[
5
2 8
log, (5x+1)=2< 5x+1=3 <:>5x:8c>x:g

Puisque : §e}—1;+oo[ alors :: s = 8
5 5 5

3)M <1
log, (7x-1)

a) cette équation est définie ssi : 5X+1>0 et

log, (7x~1)" #0 et 7x-120




d'X>—1 tX?'fl tX?'fg t x=0
cad : c© - e - e

- Hed b

D’abord étudions le signe de : Iogg(7x—1)2

log, (7x-1)° >0 < (7x-1)° >1 car: log, est

strictement décroissante

& (7x-1)" -120 e x(7x-2)>0

lcas : si: XGJ_E;O[UFHO{ on a donc :
5 7

log, (7x-1)" >0

log, (5x+1)

<1 log, (5x+1) < log. (7x 1)
Iog3(7x 1)2 gS( ) 93( )

& B5x+1<(7x-1)" = 0<49x* ~19x

Foe i

S Xe |-=,00 U |—;+xo

5 49

2cas : si: X€:|O;l|: }1 2{ on adonc:
0177

2

log, (7x—1)" <0

<1& log, (7x-1)° <log, (5x+1)

& (7x-1)" <5x+1:49x* -19x <0

R (SE IS

Donc: S = —1;0 U 0;1 U lg U E;+oo

5 7L 0770 49T |
Exercice 22 :A) soit la fonction J définie
par: g(x)=x—Inx

1) Déterminer D, I'ensemble de définition de la

fonction g et déterminer les limites aux bornes
de D,
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2) Déterminer la fonction dérivée de la fonction g
puis dresser le tableau de variation de g

3) en déduire que : vx >0 X > Inx

B) soit la fonction f définie par :

:Si.x>0

X+ Inx
f =
(X) X —Inx
f(0)=—1

1)Montrer que D, =[0;+o0[

2)Montrer que f est continue a droite de O
3)calculer : lim f(x)

X—>+00

4) Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite
de O

2(1-1nx)
(x —Inx)

6) Dresser le tableau de variation de f

5) Montrer que : vx e ]0;+00[ f'(X)=

7)déterminer les points d’intersections de C, etla
Droite : (A):y=1

8) Montrer que : C, coupe l'axe des abscisses

1
en un point d’abscisse dans }E;l{

9) Construire la courbe C, dans un repére
(O;T;]) (In2~0,7 , e~2,7)

Solution :1) s = ]0i4o0]

lim g(x)= lim x—Inx = lim x(l—ln—xj=+oo

X—>+0 X—>+00 X—>+00 X

Inx
Car: lim—=0
X—>+00 X

lim g(x)=lim x—Inx=+00 Car: limInx=—o0

x—0* x—0" x—0"

2) g’(x):(x—lnx)' :1—1:—
X
Le signe de: g'(x) est celuide x—1 car x e |0;+o0[

Tableau de variation de ¢




xr 0 1 o0
S — 0+
o0 o0
f) ~—

3)on remarque que : que la fonction J
Admet une valeur minimal en X, =1

g(1)

Donc : 0<1<x—Inx Donc: InX <X Wx e 0;+o0]

Donc : g(1)<g(x) vxe 0+ =1

X+ Inx
X —Inx
-1

f(x)=
f(0)

f est définie ssi Xx—Inx=0 et x>0

B) 1)

OnaO<x—Inx donc: x—Inx=0 eton a f(O):—l

Donc : D, =[0;+s[

X
2) | Inx(—I +1j X1
. . X+Inx . nx .
lim f(x)= lim = lim = lim 1nx
x>0 X—|nx x-0°* X x—0" X
Inx| — -1
Inx

x—0 *

Inx

. ] X _ 0
Etona limInx=—0 donc lim—=0" et Z -0
x-0* x-0" |NX %

lim f(x)=-1= f(0)

x—0 "

Donc :f est continue a droite de 0

3)
Inx
I x(1+) Inx
)  X+Inx . )
lim f (x) = lim = lim X/ lim—X =1
‘e o X—INX i Inx o 4 INX
X|1-— 1-—
X X
. Inx
Car: lim—=0
X—>+00 X

Interprétation graphique :la droite Y =1 est une

asymptote a la courbe de f
4) Etude de la dérivabilité de la fonction f a droite
de O:

x+|nx+1 X+ Inx + x —Inx
. f(x)=-f(0 . _ . _
lim (¥)—f( ): lim X=I0X_ _ |im x —Inx
x—0* X—0 x—>0 * X x>0 * X

Prof/ATMANI NAJIB

= lim

- =0=1f/(0
0 X (X —Inx) :(0)

im
x—0" X —

Donc : f est dérivable a droite de O

(x+ Inx)' (x—Inx)—(x+Inx)(x - Inx)'

5)
(x+ Inxj' B
x—Inx)

f'(x)=
1) ) - 1 Inx Inx
1+ = |(x=Inx) = (x+Inx)| 1 X—Inx+1- "= —x—Inx+1+—
X X _ X X

(x—Inx)*

(x—Inx)2 (x—lnx)2

_2(1-1nx)

2 —2Inx _
(x—Inx)2

Vx € |0;+0] f'(x)= (x—lnx)2

6) tableau de variation de f : x € ]0;+o]

Le signe de: f'(x) est celui de 1—Inx

1-Inx>0<=1>Inxk<=lne>Inx < e> X
Tableau de variation de f

a 0 IS
J(x) —+

F)

o0

(I) —
1
e—+1

1

7) points d'intersections de C, et (A):y=17?

X+ Inx

f =1
(X) {Dx—lnx

=1< x+Inx=x—-Inx

f(x)=1le2nx=0<x=1
le point d’intersection de C; et la Droite : (A):y=1
est: A(L1)

8) f est continue sur D, =[0;+x[ donc continue

E+In(1) 1
Sur {—;1} etona: F(1)=2 _2_420
Lom !
2 2
1 1 -
1 2+|n[2j - 1-2In2
Etf[ jz _2 2___i-4n

T1+2n2 1122

2 1—In 1] E+|n2
2 2) 2

Donc : d’apres le théoréme des valeurs
intermédiaires : 'équation f(x)=0 admet au

12




moins une solution dans E;l{ cad C, coupe

I'axe des abscisses en un point d’abscisse
dans F;l[
2

9)

Exercice 23 : Considérons les fonctions f et g

deéfinies sur]-1;+oo[ par :

2 23
X

f(x)=ln(1+x)—x+% et g(x)=|n(1+x)—x+?—E

1)a)calculer les limites suivantes : Iin} f(x)
X——

lim f(x) ; lim g(x)

X—>+0 x—-1"

b) montrer que : vxe]-L -+ Ona:

g(x)=(1+ x)('”(1+ X)_2x*-3¢’ +6x}

1+ X 6(1+X)

et en déduire : lim g(x)
X—+0

c) Etudier les variations les fonctions f et g
Puis dresser les tableaux de variations de f et g

2) en déduire que Vxe ]0;+oo[

2 2 3
x— 2 < In(1+x)< -2 X
2 2 3

x—In(1+x)

2

3) calculer : lim
x—0" X

4)monter que : vx e |0;+od[ :

XZ X3 4 2 3

x——+——X—<In(l+x)<x—X—+—
2 3 4 2 3
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Solution :1) Iirr} In(1+x)?

Onpose:t=1+X x->-1 <t->0

lim In(1+ x): limint = —o
x——1" t—0"
Etona: Iim—x+x2 —1+1—
' y 2 2

X—-1

N | w

. . X
Dong : lim f (Uﬂ'f_‘}'”(“ X)—X+?:—oo
2 2
limf(x) ? ona:

X400 X—>+a0 x>+ D
Etona: lim In(1+x)=+c0 donc lim f(x)=+x
X—>—+0 X+
lim g(x)=? ona: lim In(1+x)=—oo
x—>-1" X—>—1"
Et Iim—x+)(2—)(3—11 d . lim g(x)=—0
Xx—>—1*" 2 3 B 6 onc: X%_fg -

b) montrons que : vxe]-1+0] ONa:

g(x)=(1+ x)('”(1+ X) _2x°-3x’ +6x} ,

1+ X 6(1+X)

g(x)=In(1+ x)—[x-§+§]: In(1+ x)—[

o(0-(10%

Déduction de : lim g(x) ?

X—>+0

In(1+x) 2x°*-3x*+6x
1+X 6(1+x)

) Xo .
lim-x+—=Ilim —=+w

2% - 3x% +6x
6

lim g(x) = lim (1+x)[

X—>+0 X—>+00

1+ X 6(1+ x)

In(1+x)

1+ X

lim

X—>+00

?0n pose: t=1+x

X400t —>400 donc:

In(1+x

fim ) e Int_

X—>—+00 1+X to+o

23 =3x*+6x .. 2x* ..
lim = lim — = lim
X—>400 6(1+ X) X—>+00 6)( X—>400

In(1+x) 2x*-3x* +6x]

X2
— =400
3

13




Donc : lim g(x)=-» car lim 1+ X =+

X+ X—>+0

C1) Etude des variations les fonctions f?

vxe]-L+u] X—In(1+x) est dérivable donc f est

dérivable eton a :

(1+x)' 1 X
f'(x)=—~L-1+x=——(1-X)=——>0 1
(X) 1+x o 1+x ( X) 1+x e L]
f'(x)=0<=x=0

Donc : tableau de variations de /"

@x —1 (0] —+oo
fi(x) -+ 0 -+
+oo
f(x) /O/
— o0

C2) Etude des variations les fonctions g ?

g est dérivable sur vxe]-1+x[ €tona:

1 -
! - 1_ 2 -
g(x) 1+x ( X+X) 1+x

Le signe de g'(x) est celui de —x

Donc : tableau de variations de g :

€T —1 0 oo
g’'(x) + 0 -

2) déduction d’un encadrement de In(1+x) ?
Des variations les fonctions f et g en deduit que :
g(x)<0<f(x) Vxe]0;+o0[ donc:

23 2

In(1+x)—x+x——x—<0< In(1+x)—x+x—
2 3 2

X’ XX
Donc : x—?<ln(l+x)<x—?+§ Vx € ]0;+oo

x—In(1+x) 9

2

3) lim

x—0" X
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X X X
Donc : x—?<ln(1+x)<x—?+§ on deduit que

1 x x-In(l+x) 1 _ 1 x 1
E—§<—X2 <E et puisque : XILrQE—EZE
. x=In(1+x) 1
Donc: M ————==~
x—0" X 2

4)montrons que : Vx e |0;+od[ :
2 3 4 2 3

X X x X
X——+———<IN(1+X)<Xx——+— ?
2 3 4 2 3

Soit y la fonction définie vx e -1+

w est dérivable sur vxe]-1+[ €tona:

4

v'(X)=¢'(x)+x’ - X 50

1oy VX e ]—l; +oo[

y'(x)=0<x=0 donc y strictement croissante
Sur |-1;+oo

X202y (x)2p(0)=0

¥ X x
donc: X——+—-—=<In(1+X :
> 372 ( ) Vx € ]0; +oof

Exercice 24 : Considérons la fonction f définie

; f(x):x—3+i+lln
2x 2

X+1

x-1

1) Déterminer 'ensemble de définition de la
fonction f
2)montrer que le domaine d’étude de f est :

D; =10;1] U ;400
3) Déterminer les limites aux bornes de D.

4) Etudier les variations de f sur D.




5) Etudier les branches infinies de (C, )

la courbe de f

6). Construire la courbe (C, ) dans D,

X+1

x-1

Solution : 1) f(x):x—3+i+lln
2X 2

cette fonction est définie ssi: Xx#0 etx =1

et X—Jri;tOdonc: X#—-let Xx#let x#0
X_

donc: D, =R—{-1;0;1}
2)le domaine d’étude de f ?

a) VxeR—-{-1,0;1} ona —xeR—{-10;1}

b) f(—x):—x—3—i+lln —x+l

2x 2 |-x-1
f(—x):—x—3—i+lln x-1
2x 2 |x+1
f(—x):—x—B—E—EInX—+1
2X 2 |X-

Donc : f(-x)+f(x)=—6

Donc : f(2x0—x)+ f (x)=2x(-3)—f(x)

Donc le point : 1(0;—-3) est un centre de symétrie
de (C, )la courbe de f

donc Il suffit d’étudier f sur : D, = [0;1] U JL; +oof

3) les limites aux bornes de D. ?

lim f (x) =400

x—0" ()
. Ix+1 ]

On a:lim —‘:+oo et limInt=4o0
x>l X —1 t—+o0

donc : IXiLq f(X)=+

lim In

X—>+©

ona:
Xx—1 X—>+00

x_+1‘:0 donc : lim f(x)=-+o

4) Etude des variations de f sur D. ?
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La fonction f est dérivable sur les intervalles

J;+oo[ et ]0;1] (somme et composées de fonctions

dérivables)
3 11 1 (ZX2 —1)(X2—3)
- f(x)=1-—+= - =
etona: f'(x 2x2+2(x+1 x-1J 2¢ (1]
Vx e |0, UL +oof
Donc : tableau de variations de /"
T |0 g 1 V3 +00
f@f - 0+ -0+
oo Fool[+o +oo
f@] -~ ~
f(v2/2) f(v3)

5) Etude des branches infinies de (C, )

la courbe de f?

e lim f(x)=+oo donc : x=0 est une asymptote

x—0*

de la courbe de f

e limf (x):+oo donc : x=1 est une asymptote

x—1

de la courbe de f
e Xx=-1 est une asymptote de la courbe de
f (par symétrie)

3 1 |x+1

o (X)=(x=3)= =+ ZIn|2=

e Ona (x) (x 3) 2x+2nx—1

) ] 3 1, |x+1
I f —(x=3)=lim —+=In|—=|=0

Jim £ (x)=(x=38)=lim >~ +2 il =

Donc : y=x-3 est une asymptote oblique de la

courbe de f au voisinage de +o et —wo




§

Exercice 25 :1) Résoudre dans R I'équation :

log, (x+1) = 10g,., (x)

2) Résoudre dans R I'inéquation :
log, (x) > log, (2)
Exercice 26 : Considérons la fonction f définie

par: f(x)=+v1-Inx

1) Déterminer 'ensemble de définition de la
fonction f

2) Résoudre I'équation f(x) =1

3) Résoudre l'inéquation f(x) <1

4) Etudier la dérivabilité de la fonction f & gauche
dee

5) Etudier les variations de f et en déduire que f
est une bijection de Dr vers un intervalle J.

6) Construire dans le méme repére Cf et Cr1
Exercice 27 : Considérons la fonction g définie

1
par : g(x): xln(1+—J
X
1. Déterminer 'ensemble de définition de la

fonction g
2. a) Montrer que la fonction g admet un

prolongement par continuité en 0 noté ¢

b) Etudier la dérivabilité de g en O et interpréter

géomeétriqguement le résultat obtenu.
3. Déterminer les limites de la fonction g en +« et

en -1 a gauche.
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[x}

4. Déterminer la fonction dérivée de la fonction g
puis dresser le tableau de variation de g

5. Etudier les branches infinies de la courbe Cg.
6. Construire la courbe Cg

« C’est en forgeant que I'on devient forgeron »
Dit un proverbe.

C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et

exercices Que l'on devient un mathématicien




