SUITES NUMERIQUES

PROF : ATMANI NAJIB

2BAC BIOF

Exercices d’application et de réflexions avec solutions

Exercices avec solutions
Sur LES SUITES NUMERIQUES

Exercicel :Soit la suite récurrente (un )neN definie
_ou, +3
n+1 un +3

par : vneN

U, =1
Et Soit la suite récurrente (V, ) _ définie par :
u, -3

v, o=—"
u, +1

n

vneN

1)montrer que 0<u, <3 VneN

2) a)Etudier la monotonie de la suite (un )neN

b) que peut-on déduire pour la suite (U,) ., ?

3) montrer que la suite (V,) . est géométrique
et déterminer sa raison et son premier terme
4) déterminer v , en fonction de n et en déduire u,

en fonction de n
5) déterminer limv, et limu,

Solution : 1)a)ymontrons que : O0<U, VvneN
Pour n=0 on a u, =1>0 donc la proposition vraie
pour n=0

Supposons : 0<u,

Montrons que : 0<u,,, ?

Ona:0<u, et un+1:5u”+3
u,+3

donc U, >0

Donc: O0<u, WwneN

b)montrons que : U, <3  vneN

Pour n=0 on a U, =1<3 donc la proposition vraie
pour n=0

Supposons : U, <3

Montrons que : U, , <3 ?

n+1
5u,+33(u, +3)-(50,+3) -2u+6 -2(u,-3)

:3 =
u,+3 u,+3 u,+3 u,+3

3-u

n+l

Ona:u,<3et0O<u, donc 3—-U,, =0

Donc: U, <3
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Donc: 0<u,<3 vneN

2) a)Etude de la monotonie de la suite (un )neN ?

_5u,+3 Sy, +3-u,(u, +3) -u’+2u, +3

U, —u =
u,+3 u,+3 u,+3

n+l n

n

Ona: 0<u, donc O<u,+3

Le signe de u,,-u, estceluide : —u *+2u +3

A=4+12=16>0 donc: xlzij':—l et x

—2-4
2:—:3

Donc : —u,*+2u, +3=—(u, -3)(u, +1)

Ona:u,>=0doncu,+1>0

n

Etona: u,<3donc: u,—-3<0
:_(u”_g)(u“+1)20

Donc:y -y
n+l n un+3
Donc : (un)n est croissante

eN
b) la suite (u,) est croissante et puisque (u, )
majorée par 3 alors :(u, ) est convergente.

Soit: limu, =lonadonc: 0<1<3

5u,+3_, 5u, +3-3(u, +3) 2u -6
3) y _Upy-3_ U3 u,+3 _ U, +3 _2u,-6
" un+1+l M_ﬁ[ 5Ljn-’—?’_+_(l'ln+3) M 6Un+6
u,+3 u,+3 u,+3

y _2(un—3)_éun—3_lv
" 6(u,+1) 3u,+l 3"

Donc la suite (Vn )neN est géometrique de raison :
U -3 1-3
u,+1 1+1

% = g et son premier terme :v, =
4)puisque : (V, )., est géométrique de raison :

— = (et son premier terme :v, =-1 alors :

3
1Y 1Y
—(-1)x| =] == =
w=0-(3) (3]
Eton a:
u -3
Vv, =—"— <V, (U, +1)=u, -3 v,u, +v, —u, =-3

=




<u (v, -1)=-3-v, o u, = Ny =0

Etona: v, =_(%j donc: u, =

5) limv, et limu, ?

limy, :Iim—( j =0 car —1<%-<1

13 o

1+(
suite récurrente (un )neN

Wl

limu, =lim —3 car —1<:1%<1

140

Wk Wk

Exercice?2 :Soit la définie

n

1+2u,

ndl

par : vneN

U =1
Et Soit la suite récurrente (V, ) _, définie par :
Vo= VneN 1)calculer : u; et v,

n

2) montrer que (Vn )neN est une suite arithmétique

et déterminer sa raison et son premier terme

3) determiner v , en fonction de n et en déduire u,
en fonction de n

4) déterminer limv,_ et limu,

Solution :
Pu-=—b 1 Lo, L. 1,
1+2u, 1+2 3 u, 1
2)
1 1 1+2u, 1 1+2u,-1
Vn+1_vn:___ —=——" 2=
u u u u u

n+l n n n n

Donc : la suite (V, )., est arithmétique de raison :
I = 2 et son premier terme : V, =1

3) puisque : (V,)
I = 2 et son premier terme : V, =1 alors :
V, =V, +Nr donc:

est arithmétique de raison :

v, =14+2n vneN

Etona: vn:i et V, =1+2n donc: U, =
u 1+2n

n

4) limv, =lim1+2n =+
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limu, =lim =0

1+2n

Exercice3 :soit (U,)
e u, =0

définie par : {UM :m vneN

1- Calculer les 3 premiers termes.

vneN :0<u,

. la suite récurrente
eN

2- Montrer par récurrence que :

3- Montrer par récurrence que : vneN : U, <2
Solution :1)ona u,,, :1/un +2

Pourn=0ona: u, = 2 donc u, =2
Pourn=lona: u,= 2 donc u, = 242
Pourn=2ona: u, = 2 donc

U, = \/\/§+ 2+2

2) Montrons par récurrence que : VvneN
O<u,

1étapes : l'initialisation :Pour n=0 nous avons

U, =0 donc 0<u,.

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : d’hérédité ou Hypothése de récurrence

Supposons que: 0<u,
3étapes : Montrons alors que : 0<U,_, ??

= U, +2>0

Orona:u,,

donc: wneN :0<u,

3) Montrons par récurrence que : VvneN

u, <2

1étapes : l'initialisation :Pour n=0 nous avons

U, =0 donc U, <2.

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : d’hérédité ou Hypothese de récurrence

Supposons que: U, <2
3étapes : Montrons alors que : U, <27??

ona: U, <2 donc u,+2<4=Ju +2<4
<2

n+1 -

donc: vneN :0<U,Par suite : vneN 0<u, <2

On dit que la suite (un )nEN est majorée par 0

N




car U, <2 vneN

On dit que la suite (un )neN est minorée par 0

car 0<u, vneN

On dit que la suite (un )neN est bornée car :

vneN :0<u <2

Exercice4 :soit (Vn)nZl la suite définie par :

v, =Jn+1-vn vneN’

1)Montrer que (V,)_, est minorée par 0

2)Montrer que (V,)

L 1
-, €St majorée par >
3)Que peut-on déduire ?

Solution :1)Montrons que : VneN® 0<v, ??

v =«/ﬁ—\/_=(m_\/ﬁ)( n+1+Jﬁ)(Le conjugué)
Jn+1+4n

v _(\/m)2_(\/ﬁ)2 n+l-n 1

" Jntledn Jnelevn \/n+1+\/__

Donc:0<Vv., VneN’

Donc :(V, )., est minorée par 0

2)Montrons que : v, s% ?? VneN’

11 1 2-(Vn+1+n)
"2 nti+edn 2 Jn+1++n
Ona: n>1 etn+1>2 donc +n>1 et /n+1>+/2
Donc : v/n+1+v/n=1++2 donc
—( n+1+\/ﬁ)£—l—\/§

donc 2—(Vn+1++n)<1-2 etpuisque : 1-2<0

\"

Donc vn—%<0 Vne N

Donc v, <% vne N

1
est majorée par

Donc la suite (Vn)nZl 2

3)Donc la suite (V, ) _, est bornée car :
Vne N

:O<vn<1
2

Exercice5 :Soit la suite récurrente (U, ) _ définie
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2+cosn
3—sin\/ﬁ

Montrer que (U,), _,

par: u, = vneN

est bornée

Solutions :Soit neN on a:
—1<cosn<l wneN et-1<siny/n<1
:1<2+cosn<3et —1<—sin/n<1
:1<2+cosn<3et 2<3-siny/n<4

. 1
1<2+cosn<3et %sms%

2+cosn
%, 3- sm\/_ /

cad : }/Sungédonc:

Exercice6 :Soit la suite récurrente (U, ) _
par: u, =(-1)"sinvn  wneN

Montrer que (Un )neN

donc

donc

donc

donc :

est bornée
Solutions :Soit neN ona:
0, =|(-1)"sinn) = (
donc |u,|<1vneN

donc : (u,) _, estbornée

Exercice7 :soit (U,) . la suite récurrente

u, =1

neN

définie par : { vneN

U .=.u +2

n+1 n

Montrer par récurrence que U, <U,,
Solutions :1étapes :on a u, = \fu, +2 =~/2

Pour n=0 nous avons U, =1 donc U, <U,.

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes :Supposons que: U, <U, .,

3étapes : Montrons alors que : uU,,; <U

n+2

ona:u,<u, doncu,+2<u,,+2

n+1

donc : \Ju, +2 <\Ju,,+2 donc u,, <u,,,
Parsuite:: vneN :U,<U,

On dit que la suite ( ) est croissante

Exercice8 :soit (un )neN*

u, )neN est bornée

définie

—1)”Hsin\/ﬁ‘ :‘sin\/ﬁ‘sl

vneN

la suite définie par :

3




n ok Donc la proposition est vraie pour n=0

Un = kﬂ? vneN 2étapes : Hypothése de récurrence :
: : , 25U
Etudier la monotonie de la suite (un)neN* SUpposons que: "

3étapes : Montrons alors que : 2<U,,, ??

Solutions :
n+l nk n k n k n+1 n k 8 un -1 8 un -1 _2 un+2 6U _12
Un+l—un222__22_: 2_+2 _22_ uml_z:u_zz ( ) ( ): n
ok Tk i3k n+l Tk U, +2 U, +2 Uy +2
n+1 6 u 2
u,,—u _2 >0 Donc:u,<u,, VneN Uy —2= (v )etpwsqueona 2<u,
e | n = e u, +2

donc la suite (U, ), _, est strictement croissante  [Donc: U, —2>0 et u,+2>0
Donc: u,,,—22>0

donc 25U, VneN

Exercice9 :soit (un) la suite définie par :

neN*

1
=) —— VnelN
kzl‘ n+k 2) Montrons que U, <4 wn e N ¢
Etudier la monotonie de la suite (un )neN létapes:n=0ona: U, <4car 3<4
_ . ol n Donc la proposition est vraie pour n=0

Solutions : Uy, —U, = kZ; n+ilek =t k 2étapes : Hypothése de récurrence :

n+l n+2 Supposons que: U, <4
Etona: ), 1 1 - on pose k'=k+1 "

an+l+k  on+k 3étapes : Montrons alors que : U,,, <47??
Et puisque k' est un variable on peut I'appeler k'
n+1p 1q n+2 1 Ntz q P PP 4—u 124—8(un —1):4(Un+2)—8(un _1):—4Un +16
> - = " u,+2 u,+2 u,+2

=n+l+k F—Sn+k’ = n+k
k=1 k'=2 k=2 4(4_un) 4(4_un)

Donc : 4-U,, = = et puisque on a :
2 q n 1 1 i Un+2 Un+2 PUIsq
_Z;'mk n+ k 20+l 242 n+l u, <4
U, —U = 1 ~0 VneN* Donc: 4-U, 20 et u,+2>0
i 2(n+1)(2n+1) _
. Donc u,,, <4 parsuite U, <4 vneN
2n+
-u >0 VneN 8(u,-1 8(u,-1)-u,(u,+2) -u? =
v~ = © 3) uy, -y =Y B D0 42)_ 7,8
u,+2 u,+2 u,+2
donc la suite (U, ), _, est strictement croissante . )
On va factoriser -U,”+6u, -8 : A=36-32=4>0
Exercice 10:soit (un)neN la suite récurrente ) _—6+2_2 t 62 '
u ~ 8(un —l) Ml T _2 - e Xz——_z - OnC
définiepar:{ " U,+2 VneN ~u,” +6u, -8=—(u, -2)(u, -4)
U, =3 —(u. -2)(u. -
° Donc : um—un:—(u” 2)(w,-4)
u,+2

1) Montrer que (un)neN est minorée par 2

.y Orona:Uu,=2etu <4
2) Montrer que (un )neN est majorée par 4

Donc: y ,-u =wzo donc la suite

3)Etudier la monotonie de la suite (U, ). . na ~th 0 +2

Solutions :1) Montrons que 2<U, WneN ¢ (un )neN est strictement croissante

letapes:n=0ona: 2<u,car 2<3

I~
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Exercicell :Un jeune homme se préparait a
'examen du baccalauréat ; son pere, pour
I'encourager, lui demanda ce qu'il désirait en
récompense

Mon examen devant avoir lieu le 20 juin, répond-
t-il, donne-moi seulement 1 centime le 1°" juin, 2
centimes le lendemain, 4 centimes le
surlendemain, en doublant chaque jour jusqu'au
20 inclusivement. Et donne mois la somme.
J'emploierai cet argent pour faire un voyage
pendant les vacances.

Le pére pensa qu'avec cette somme son fils n'irait
pas loin ; mais au bout de quelques jours, il
commenca a s'apercevoir de son erreur.

Avec quelle somme le fils va-t-il pouvoir partir en
vacances ?

Solution :Les nombres de centimes a payer
chaque jour sont les termes d'une suite
géométrique de 20 termes dont le premier est :
U, =1 etetlaraison =2

U, =2 (La somme a donner le 2 iem jour) ...
Uy, =... (La somme a donner le 20¢ jour)
Donc: U, =U xq" " =1x2" =2""

u,, =21 =2 =524288 Centimes

La somme totale a payer serait :
1_22071+1
S,y =U +U,+U,+...4+ U,y =U, ————
20 1 2 3 20 1 1_2
S,, =27 —1=10485.75

centimes S,, =1million500dh  Joli voyage !
Exercicel? : calculer en fonction de n la somme
suivante :

k=n-1 k 2 n-1
S, = . (E) :1+1+(£j ++(l)
o \ 2 2 \2 2

Solutions :1)on pose : u, =(%j

Ona: (un )n une suite géométrique de raison

1 u
g=—Car: ®=-Donc:
2 u

N
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Exercicel3 :soit (un) la suite définie par :

1

neN

U, = _(12un+l - un)
21 vneN
] 4

Uy =2;U, = 3

et on considére la suite (V,) . définie par :

1
vn:un—?)—n vneN

n

1) Montrer que u,, =%u +3n% vneN

2) a)Montrer que (Vn )nEN est une suite

géométrique dont en déterminera la raison et le
premier terme

b) écrire V,, et U,en fonction de n

k=n
c) calculer la somme : S, = Zuk =Uy +U +...+U,
k=0

Solution :1)montrons par récurrence que

1 2
u,=—-U+— VneN
n+1 9 n 3n+2
2 2 g

1létapes : n=0 “Féuo““aw 9+9

Donc la proposition est vraie pour n=0

4
9

. 1 2
2étapes :Supposons que: u,,, = §un +3W
3étapes : Montrons alors que :

1 2
Uy = §un+l + W ?7?
ona:u,, = %un +3n% donc u, = Q(Uml - 3”2*2j
etona:u 2:i(lzu L —u,)

n+ 27 n+ n

1 2
U, = E(lZuml - g(unﬂ_ - 3n+2 jj

1 2 1 2
Uy = E(3un+l +3_nj donc U, = §un+1 + ?)nT
Parsuite:: wvneN :u,, =1Un +%

9 3™
) 1

Z)a) on a: Vn+1 = un+l - 3n+l

2 1 1 1

1
Donc:v,,==—U +——-———==U —
9 3n+2 3n+1 9 n 3n+2

n

1 1 1
V,,=—=|Uu,——= | donc vn+1=§v

n+l 9 n

[&)]




Donc (V, )., est une suite géométrique de raison

q =% et de premier terme v, =1

2) b)écrire v, et u, en fonction de n

Ona (V,) , estune suite ggométrique de raison

q =% et de premier terme v, =1
n 1Y
DonC:Vn:Vqu @Vn:(gj vneN

] 1 1 n 1 n
Puisque : u, =v, +—donc u, =| = | +| =
3 9 3

k=n
2)¢) S, =Zuk =Uy+U, +...+U, 77
k=0

1 n
u, =V, +Ww, avec w, =(§

neN et (Wn )neN

s . 1 o1
géometriques de raison =9 et q =§donc

ona (v,) sont deux suites

k=n k=n k=n
donc S, :Zuk =2 %t 2 W
k=0 k=0 k=0
n+l n+l
k= 1- 1 1- } n+l n+l
3 9 3 9 1 3, (1
s, =) U =V, W =2 -1= |+l =
& 1 Los L) )l (s
9

Exercicel4 :soit (un) la suite définie par :

neN

un
un+l =
u, + 2 vneN
U, € |-1;0[

1) Montrer que -1<u, <0 VneN

2) Montrer que (un )neN est une suite strictement

croissante

u
3) Montrer que u,,, > — vneN

' Ju, +2
Et en déduire que : u, > - VneN

(o r2)
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Solution : 1) montrons par récurrence que
-1<u, <0 wvneN
létapes:n=0 ona: -1<u,<0

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes :Supposons que: -1<u, <0

<07??

3étapes : Montrons alors que : -1<u

n+1

-1<u,<0donc:1<u,+2<2

h «/_u+

Ona:

donc : 1< .fu +2<+/2 donc:

et puisque : 0<—-u, <1 alors: 0< <1
u,+2
u
donc: -1<——=<0 donc -1<u,,, <0
Ju, +2
dol: -1<u, <0 vneN
2 ) Montrons que (U, ), _ est une suite
strictement croissante
u u
U, —U, = —-U, = —(1-,/u,+2
e Ju 2 T un+2( " )
et puisque : 1 «/un+2<0 et L > <0
u,+

alors : u,, —u, =0 donc (U, ), _, est une suite

strictement croissante

u
3) Montrons que u,,, > —= vneN

Ju, +2
Soit neN ona: u, >u, car (Un)neN
1 1

Donc : \2+u, >,/2+u, cad N S\/2+u0

: u
et puisque : u, <0 alors: > L

croissante

u
Donc: u,,, = =

J2+U,

3)Soit neN ona:0>u Uy

>
24y,
Donc : 0<—u —y
<
2+,

En donnant a n des valeurs on trouve :

0<—u <

./2+u0

[o)]




—u
0<—u, , <——1=2
J2+U,
0<-u, <t

Le produit des inégalités donne :

0<-u, < .
u0+2)

u
Donc:u,>—2— VneN

(Juo + 2)n
1) Montrer que (Vn )neN est une suite géométrique

2) écrire U, en fonction de n
Solution :

D Vog=1-—=1-

V= 3(1--} donc v,,, =3v,
u

n

Donc (V, )., est une suite géométrique de raison

q =3 et de premier terme v, =-3

2) écrire u, en fonction de n

Ona (V,)_, estune suite ggométrique de raison

q =3 et de premier terme v, =-3

Donc: v, =u,xq" <V, =-3x3"=-3"VneN

Puisque : v, =1—£ donc u, =idonc u, =

) 1-v, 1+3™

Exercicel5 : Utiliser les Opération sur les limites
des suites pour calculer les limites suivantes :

. 2 2 5
1) lim —-—+=-1 2) nm( 1) 142
n—+0 30 3n n N—-+0 n \/ﬁ
3) lim n*-n 4) lim Jn-2n
N—-+00 n—+o00
2
5) lim 4n?-2n-5 6) Iimw
nN—-+o0 n—>+ow 3n +5

7) limy/n>=3n+2-n

n—>-+o

Solutions :
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2 2+32—1=0—0+0—1=—1
n—>+o /31 3n n

S _o

|.m__o et |Im£—0 et lim —

N—>+00 / n—>+o 3 n—+ N

2) lim (_3+Ej(l+ %} =(-3+0)(1+0)=(-3)(1)=-3

Car:

nN—-+0

IIml—O et I|m—:

n—>+0 N n—+o '

directement on trouve une

Car:

3) limn®*—n

n—+o0

forme indéterminée (+oo —oo)

limn*—n=limn(n-1)=

N—+0 N—+0

Car: limn=+4o et limn-1=+w et

nN—+o0o nN—-+oo

+00 X 400 = +00

4) lim +n -2n directement on trouve une forme

N—>+o0
indéterminée  (+o0—0)

lim n —2n = lim v/n(1-2/n) =~

n—>-+oo n—-+oo

Car: lim vn =+ €t lim (1—2Jﬁ):-oo et
&x)
n n

400 X —00 = —00

5) lim 4n°*-2n-5= lim n

N—+w0 N—+o0

Et puisque : lim—2-0 et Jim—2-0 et
n—>+o n»+aon2
lim n? =+
n—+o0
Alors : lim 4n® —2n—5 =+
N—-+o0
6)
3 7 3 7
20g4-2_ " 4-°>_ "
4n*-3n-7 n( n nz) ( n nZJ

I|m—_0 et lim i:o

N—+o0 n nN—+w n
7)

lim yn?=3n+2-n= lim

n—>+0 N—+o0

(\/n2 —3n+2+n)(\/n2 -3n+2 —n)
(\/n2—3n+2+n)

n>-3n+2-n? . -3n+2
= lim = lim

Jn?—3n+2+n \/n2(1—3+2j+n

n n?

I~




n(—3+2j _3+E
n . n 3

= lim lim =
n—>-+o0 n—+oo 3 2
n( (1—3+22j+1J \/(1—+2j+1
n n n n

Exercicel6 : calculer les limites suivantes :

1) lim 4n®-5n>+3n-1 2) lim6n°-2n°+7n-9
N—+w N—+w
. 6n’— 2
3) I|m -3 4) lim 5) Iim&
>+ 3n+5 e 3n+1 n>+214n° —5n+9
6) lim —— n+1
oo n° 430 —4
Solutions :
1) lim 4n®*-5n%+3n—-1= lim 4n® =+
n—-+o N—+o00
2) lim6n®-2n°+7n-9= lim-2n° =—o
N—>-+o0 N—>-+o0
3) lim =3 _im N _% 5
n—+0 3n + 5 n—+w 3n 3
4) 1im 879 i 80 iy 32X o e
n>+e 3041 n—>+e 3N nN—+o0 3n N—+o0
2
5) tim —" i T i XN _ iy L g
n>+014n® —5n+9 o 14n®  no>weldnxnxn o+ 2n
2 2
6) lim—""1 _jim™ _jim—""  _jimif_o
e N®43N—4 1o n® N AXNXNXNXN N>

Exercice 17 : calculer les limites suivantes :
1) limn+2-vn 2) lim Jn2+n+1-n
3) lim3In°+2n*-n+4

nN—-+o0

Solutions : 1)

\n Z—Jﬁ Jn+2 Jﬁ
I|m\/n+ «/ﬁ—hm( i )( o ):Iim 2 =0
S (Wrzed) e (dhe2en)
2) _ _ (\/n2+n+l—n)(\/n2+n+1+n)
limyn*+n+1-n=lim
S (Wenaten)
Clim—" i A S
N->+0 ’ N->+0 N—>-+400 2
( n2+n+1+n) [ (l+i+nl]+n] (1+i+n£)+1

3) lim ¥n°+2n° —n+4 = lim ¥n°® = ¥5o0 = +0

n—>+o0 X—>+00

Exercice 18 : Soit (Vn)nGN une suites tel que :

vneN

v, :2(—1)”+gn2+2
4,
1)montrer que : v, Zgn vVneN
2)en déduire : lim v,
nN—+0
Solutions :1)ona: (-1)'>-1 VneN
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Donc : 2(—1)n >-2 donc 2(_1)”+%n2+22_2+gn2+2

Donc:v. >—n’> VneN

Wl

2

4 )
2)ona: Vv, Zgn YneN et Ilmgn2 = 40

limv, =+  gapres : Théoreme 4

N—+c0

Donc :

Exercicel9 : Soit (Vn )nGN une suites tel que :

v.=3n+5sinn  vneN
calculer : lim v,

nN—+c0
Solutions:ona:sinn>-1 VheN
Donc : 5sinn>-5 donc V, 23n-5

ona:V,231-5 VvneN et lim3n-5=+wx

limv, =+  gapres : Théoreme 4

N—+c0

Exercice 20 : Soit (Vn)nEN

Donc :

une suites tel que :
v. =—4n+3cosn  VneN
calculer : lim v,

nN—+0

Solutions :ona: cosn<l VneN
Donc : 3cosn <3 donc v, <-4n+3

ona:v,<-4n+3 VneN et lim-4n+3=—w
Donc : n'LrP V, =—% daprés : Théoréme 5

Exercice 21 : soit (u,) la suite définie par :

sinn .
U, =3+— vneN
n
calculer : limu,
n—+0
. sinn
Solutions : ona: U, =3+ 3
smn sinn
donc: u,-3= :u, -3 =
n’
1 .
donc : |u, =3/ <= car: [sinn|<1
n
isque : lim-2 . limu, =3
et puisque : lim—-=0 alors : u,=
n N—-+4o0
. sinn
Exercice 22 : calculer: lim —
n—+0 n

Solutions :ona: -1<sinn<1 VnheN

100




Donc: “t.sinn 1 yp e

n n n
-1 .1 . sinn
Orona: lim—=Ilim==0donc: lim——=0
n n N—+o0 n

Exercice 23 : soit (V,) _, la suite récurrente

n=4
5v,
e Vo, =
définiepar: X " n41
v, =10

montrer que La suite ((Vn)nZ , est convergente.

) n+l n 1 n :l n

Et puisque V, >0 :vn> 4 (vérifier le par
récurrence)
Alors: V,,-V. <0 Wwn>4Donc: ((Vn)nZ4 est

décroissante

Et puisque : V, >0 vn>4 alors (V,) _, est

minorée par 0 Conclusion : (Vn)n>4 est

convergente
Exercice 24 : calculer les limites suivantes :
.1
3n—-2sin—
. cosn
1) lim 2) lim—"n
n—+o [ 4 N340 o1
4n+sin =
n
) . cosn
Solutions : 1) lim ??
n—+wo [ 4 2

ona: -1<cosn<l VvVneN

Donc: L .%sn_ 1 wpeN
n+2 n+2 n+2
Orona: lim- L =lim =0 donc :
n+2 n+2
lim £80 _ ¢
N—>+00 n+2
1
3n_2sin1 3”-28”‘]*
2) lim N posons: u, = 1”
" Antsin = 4n+sin =
n n
sin 1
3| 11 n .
donc : |u, ——‘:— — | (a vérifier)
4 4n+sin =

n
etona: —1<sinn<l VvneN donc:

4n-1< 4n+sin1£4n+1 vneN"
n
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Donc L < L 7< L
an+l poisins 4n-l
n
_ 1 ‘ *
etpuisque [SiIn—|<let| 1 | 1 VneN
n 4n+sin = ~4n-1
‘ sinE
Donc : nlg ! Donc un—Es 1
an+sins| -1 41 4(4n-1)
n
. : 11
et puisque : lim =0 alors ;
4(4n-1)
3n—23in1 3
: n
nILrPoo 1 2
4n+sin- 2

n
Exercice 25 : Soit (V, ) _, une suites tel que :

4
Vo, =V,+n" VvneN et yv,=1

montrer que : limv, =+

N—>+o0
Solutions:ona:Vv,,-Vv,=n*>0 VYneN
Donc : (V,)__, est croissante
Montrons que (Vn)neN est non majoree ?

Supposons que (V, )neN est majorée
Donc : (v,),_,converge vers un I e R
Donc: limv =1 etonaaussi limv,, =l

N—>-+0 N—>+o0

. H —_ . o 4
Donc: limv ,—v.=0orona:v,,—Vv,=n

n
nN—+o00

Donc : limv,,-v, = lim n*=+00 absurde(+o=0)

N—+o00 nN—-oon

donc (Vn)neN est non majorée et croissante
donc : nILrEoV“ = +o0

Exercice 26 : Soit la suite (u, ) définie par :
Up=1etu,,="f(u) ot f(x)=x*+x+1

1. Monter que la suite (u, )est croissante

2. Montrer que la suite (u, )est non majorée

(Par absurde) .
3. En déduire la limite de la suite (u,)

Exercice 27 : Soit (V, ) _, une suites tel que :

/2n2—n 1
Vn: 2—+ vneN
3n“+4

[{e]




Calculer limv,

2n* —n+1
3n*+4
Donc : v, = f(u,) avec: f(x)=+/x

Solutions : on pose : u, =

2n* —n+1 .mz_nz_g
3

Ona: limu, = lim 5 =1 > =
3n“+4 >+ 3n

nN—+o N—-+oo

Et f est continue en %
Donc: limv, = f (zj: 2
N—>+o0 3 3

Exercice 28 : calculer les limites suivantes :

1) lim tan(”n +1)
N0 3n+4

2) lim

n—+oo

16n°> —3n+1
2n® +1

3) lim arctan [nsin (ED
nN—+oo n

Solutions : 1) lim ”n+l:% et la fonction f

nove 30 + 4

tel que : f(x)=tanx est continue en %

. zn+1 V4
lim tan =tan| — [=+/3
fm an[ 215 J=tan[ ] +8
16n°-3n+1 .
=0 T2 im
2n° +1
tel que : f(x)=+/v/x estcontinue en 8

. 16n* -3n+1
im S

n—+o0 2n° +

3) lim arctan [nsin (ED
n—>-+o0 n

lim nsin[lj:? on pose : t:l
n

2
16n2 =8 et la fonction f

2) lim

n—+w n—>+o 21

Nn—+o0 n

n—->+o<st—>0

Iimﬁzl donc: lim nsin(lle

t=0 t n— -+ n

et la fonction f tel que: f(x)=arctan(x) est

continueen 1

donc : lim arctan [n sin (ED =arctan(1) = %

nN—+oo n
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Exercice 29 : calculer les limites suivantes :

. ! (Zjn
; lim| =
n—+e\ 3

Solutions : lim 2"=+x

N—+o00

lim [Z] =0 cCar —1<a=§<1

n—+o0| 3

(-5)
Exercice 30 :
1im (0,7)" ; 1im (v2)' ; lim (<2)" ; lim (4)
iim ) n'LrEc(3)n‘2_ln 1im 812

n—-+wo (4) Nn—+o0 (2)

Solutions : nlirp (0,7)n =0car -1<a=0,7<1
lim y2" =+o0

lim (-2)" N'a pas de limites car a=—-2<-1

Nn—>-+o0

lim 2" "

N—+0

; lim (-5)

N—-c0

car a=2>1

N’a pas de limites car a=-5<-1

calculer les limites suivantes

n

cara=+2>1

lim (4)’”: lim 1n: lim [lj -0 Cal’—1<a:l<1
n—>+% N0 (4) ot | 4 4
Iimﬂzlim(ﬁj =400 Car a:§>1

”—>+°0(4) no+o| 4 4

Exercice 31 : Soit la fonction f (x) :%x+1

1. Déterminer le point d’intersection de Cr avec la
droite (A) y = x

2. Soit la suite (u,,) définie par : u, =0et

un+1 = f (un)

a) Poser sur 'axe des abscisses les 3 premiers
termes de la suite (u,)

b) Conjecturer la monotonie de la suite (u,) et sa

limite potentielle.
3. Montrer que la suite (u, )est croissante

majorée par 2.
4. Soit la suite définiepar: vneN VvV, =U +«
a) Déterminer a pour que la suite (v,) soit

géométrique.




b) Déterminer v, puis u, en fonction de n
c) Déterminer la limite de la suite (u,)

Exercice 32 : Soit la suite (u,) définie par :

u,=letu,,=f(u,) ou f(x)= HTX

1) Etudier les variations de f sur | =[0,1]

et Montrer que f(I)c

2) a) Montrer que :(vn € N) u, € | =[0,1]

b) Montrer que la suite (u,) est croissante, puis

en déduire qu’elle est convergente.
c) Calculer la limite de la suite (u,,)

Solution : 1) f(x)= /HTX

La fonction f est croissante et continue sur
| =[0,1] donc :

(0= 1 (02)-[ 101 0] L < o3

2) a) montrons que :(vn € N) 0<u, <1
e ona: 0<u,<1 lappté est vraie pour n=0
e supposons que: 0<u <1
e montronsque: 0<u,,<17?

ona: 0<u,<1donc u,el=[0,1]

donc: f(u,)ef(l)c1 donc: u,,, €[0,1]

<1

n+l —

Conclusion : (vn e N) 0<u, <1

donc: O<u

2)b) u_ 1+u,

1
1+u, , —2u’ +u,+1 -2(u, _1)(u” +2j

Ona: -u°, =
2 2 2

Et puisque : 0<u, <1 alors: u, ,—u >0

Donc : la suite (u, ) est croissante

et puisque : (u,) majorée par 1 alors :

u est convergente.
(uy) 9
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c) (u,) est convergente et la limite est solutions
de I'équation f(x) = x

donc: 1= f ()= %@mu_ _

donc: I=1ou Iz—% et puisque : 0<I1<1

donc: limu, =1

nN—+0

Exercices 33 :Soit la suite (u,) définie par :

3X+2
X+2
1. Etudier les variations de f et déterminer

f(10,2))
2. a) Montrer que :(Vn € N) u, € | =[0,2]

u,=0etu,, =f(u,)ou f(x)=

b) Montrer que la suite (u, ) est croissante, puis

en déduire qu’elle est convergente.
c) Calculer la limite de la suite (u,,)

Exercices 34 :Soit les suites numériques (u, )

-1
et (v,)definies par: u, =) —
(%) SN
S =t
vneN

1. Montrer que la suite (u, ) est croissante et que
la suite (v,) est décroissante.

2. Montrer que (vn e N)(v, > u,)

3. Montrer que les suites (u, ) et (v,) sont

convergentes et ont la méme limite.

Exercice35 :Considérons les suites (u,) et (v,)

définies par: u,=aetv,=b avec0<a<b<2a
u, +Vv,

uyv,=ab et v, = "2 L

1. Montrer que (vn e N)(O< u, <Vv,)

2. En déduire que la suite (u,) est croissante et

que la suite (v, ) est décroissante
3. a) Montrer (vn e N) v, ,—u_, < E(V ~u,)

b) En déduire : limv, —u,

N—-+o0




Exercice 36 : Soit les suites numériques (u,) et

(v, ) définies par : u, :Z% etv, =u, +%

k=1
Vne N’
1) Montrer que la suite(u, ) est croissante et que

la suite (v,) est décroissante.

2) calculer : lim v, —u,
Solution :
1)u,—Uu = >0 donc : (u,) est croissante
(n+1)
1 1
Vn+l_Vn :un+l_un+___
n+1l n
1 1 1 n2+n+1
n+l_Vn: 3+___:_Q-<O
(n+1) n+1l n n(n+1)

donc: (v,) est décroissante.
. .1

2)ona limv, —u =lim==0
n—>+o n—-+o N

Exercice37: Soit les suites numériques (u,) et

) définies par : u, = ——2\/n+ et
2.
51
=Y —-2J/n VvneN

1) Montrer que la suite(u, ) est croissante et que

la suite (v,) est décroissante.

2) calculer : lim v, —u_
Solution :
1
1)u.,, —u = —2Jn+2+2Jn+1
) th Jn+1
U —u = Yn+2-+n+1 <0
e \/n+1(\/n+2+\/n+1)
donc : (u,) est croissante
V., — —2Jn+1+2¢n
' \/n+
—(«/n+l—«/ﬁ)
Vo Vo = <0
\/n+1( n+1+\/ﬁ)
donc : (v,) est décroissante.
2) Jim v, —u, = n'Lfﬂomzo
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Exercice38: Soit les suites numeériques :

o . n (_1)k+1
(u,) et (v,)définies par: x,=>" 2
k=1

U, = X,, et v, =X, VneN’

Montrer que les suites (u,) et (v,) sont

convergentes et ont la méme limite.
Solution :il suffit de montrer que Les suites (u, )

et (v,) sont adjacentes ???

Upy — Uy = X = Xop = L 5= ! >>0
(2n+1)" (2n+2)

donc: (u,) est croissante

Vo =V, = X003 = Xony = 1 > — 1 >=<0
(2n+3)" (2n+2)

donc: (v,) est décroissante.

Etona

limv, —u, —Ilmx = lim #:o

2n+l
N—-+o0

">+ (2n+1)°
alors Les suites (u, ) et (v,) sont adjacentes

donc convergentes et ont la méme limite.
Exercice39 :Soit la suite (u,) définie par : u, =1
1

etu,,=f(u)ou f(x)=—

n+1 ( n) ( ) X+1
1)Etudier les variations de f sur R*
2)onpose: a,=U,,, et g =u, VneN
a) Montrer que la suite («,) est croissante et que
la suite (3,) est décroissante
b) Montrer que : «, <8, VneN

3) Montrer que : (vn € N) %s u, <1

4) Montrer que |un+1—un|£% Vne N’

5) calculer :limea, — S,

Solution :1) f'(x)=- 1 <0 VxeR’
(x+1)

Donc f est décroissante Sur R”

2)ona: &, =U,, et B =u,etu =f(u) vneN

Donc : &, :(f ° f)(an) et S :(f ° f)(ﬂn)




Et puisque f est décroissante Sur R" et
f(R")cR" alors: fof est croissante Sur R’

a)montrons que : «, <a,+1 et B, <B, VneN
epourn=0ona: %Z%S%:get ﬂlzggﬂozl

e 0N suppose que : a, <a,, et B, < B,
emontronsque : a,, <a,., et B, <B4 ?
ona: a <a,, et B, <, etpuisque fof est
croissante Sur R" alors :
(fof)(a)<(fof)(a.) et (fef)(Fu.)<(f1)(5)

Donc: a,,<a,,, e B.., < Pua

n+l —
Donc: a,<e,,, €t B.., < B, VneN
donc : («,) est croissante et la suite (3,) est

décroissante
b) Montrons que : a, <3, VneN

epourn=0ona: aozéet p,=1ldonc: a,<p,

e 0N Suppose que : «, < S,
emontrons que : «,, <5, ?
ona: g,<p, etpuisque fof est croissante Sur

R* alors : (fof)(a,)<(fof)(B)

donc: «,, < donc: ¢, <p, VneN

n+l — /~n+l

3) Montrons que : (Vn € N) %s u, <1
Puisque : o, <a,<f,<f, (Vn€N)

Donc: —<uUu,,, <U, <1

2n+

Donc: —<u,<1 (Vvn€eN)

NI, N~

n+1

1 i
3) Montrons que : |u,, —U,|<= VneN
n

epourn=lona: |u2—ul|=% donc : |u2—ul|§%

1
e 0N suppose que : |u,,,—u,|<=
n
e montrons que : |u,., —U,,,| < 1,
n+1
1 1

ona: |un+2 _un+l| =

u,,+1 u,+1
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Donc :

Donc : <

Donc :

Etona:i—i
n+1 9n

5n-4

=———>0donc:
In(n+1)

4 1

9_n n+1

1
Donc : |u,., — U] < I

donc : |u —un|s% Vne N’

n+1

5)montrons que la suite (u, ) est convergente

Et déterminons la limite de la suite (u,) ??

Ona:u

n+1—un|S1 vne N
n
donc : |u,,,, —U |siVneN*
2n+1 2n 2n
donc : |ocn—,6’n|si VneN’
2n

et puisque : Iim%:O alors : lime, — g, =0

Exercice40 :Soit la suite (U, )HGN* definie par :

u,=let U, = vneN'

n
9+u?

n

1<u, <+\3

2)Etudier la monotonie de la suite (un)

1) Montrer que : Vne N’

neN*
Et en déduire sa convergence et sa limite
Solution :

O —1 t +. L N*
13




Soit la fonction f tel que : ()= 912);4
+

la fonction f est continue et dérivable sur R

gl X))

o9 At

3-x* _
(9+x“)2

f'(x)=12 - -
(9+x4) (9+x“)

Le signe de f'(x) est celui de : J3-x?

J3-%? =(\/ﬁ—x)(\/ﬁ+x)
Donc : f est croissante sur [—\/ﬁi \/ﬁ}
Et f est décroissante sur}—oo;—\/ﬁ } et [\/ﬁ ; —|—oo|:

Montrons par récurrence que : Vne N*
1<u, < \/ﬁ

n=1u,=1donc: 1<u, g\/ﬁ
supposons que : 1<u, < \/ﬁ
montrons que : 1<u,, < \/ﬁ
ona:1l<uy < \/ﬁ

et puisque : f est croissante sur | = [1;\/\@}
ona: f(1)<f(u)<f (\/ﬁ) donc
Scu,< B

donc: 1<u , < Y3 vnen

2)Etudions la monotonie de la suite (un )nGN* ?

12u, 12 3-u!
= -—u, =u, -—1i=u, n
9+u, 9+u, 9+u,

Puisque : 1<u, 3«/\/5 donc :
O<u et3-u'>0et9+u’>0

n+1 n

Donc: u,,,—u, =0

Donc (U, ), - est croissante

Déduction de sa convergence et sa limite ?
la suite (u,) est croissante et puisque (u,)

majoree par J3 alors :(u,) est convergente.
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Soit : limu, =lonadonc: 1<I S\/\@

. . 12
Soit la fonction f tel que : f(x)= 5 ;
+

On donc :

a) f est continue sur | =[1; \/ﬁ}
oy (1) = 1([23VB | =] £ (@)1 (V4B
f(')=[g;\/ﬁ}c|

c) (vn € N)( u,,, = f(u,))
d)u, €1 e) (u,) est convergente

Alors la limite I de la suite (u, )vérifie I'équation :
I=f(l)etlel

= f()eol=2 coilto1201=3
9+1

donc: I:\/\/g ou I =—/4/3 et puisque : l el
donc : |imun=|=\/ﬁ

nN—-+o0

C’est en forgeant que 'on devient forgeron » Dit un
proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices

Que I'on devient un mathématicien




