SUITES NUMERIQUES

PROF : ATMANI NAJIB

2BAC SM BIOF

Exercices d’application et de réflexions avec solutions

Exercices avec solutions
Sur LES SUITES NUMERIQUES

la suite récurrente définie

Exercicel:soit (Un )nEN

{uo—o
par : vneN
un+l = \/un +2

1- Calculer les 3 premiers termes.
2- Montrer par récurrence que : vneN :0<U,

3- Montrer par récurrence que : vneN : U, <2

Solution :1)ona u,,, :1/un +2

Pour n=0 on a: u, =,/u,+2 donc u, =2

Pourn=1on a: u, =,/u, +2 donc u, = J2+2

Pourn=2ona: u, =

u3=»\/«/\/§+2+2

2) Montrons par récurrence que :
0<u,

1étapes : l'initialisation :Pour n=0 nous avons
U, =0 donc 0<u,.

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : d’hérédité ou Hypothése de récurrence

u, +2

vneN

Supposons que: 0<u_

3étapes : Montrons alors que : 0<u_,, ??

Orona:u,, =,u +2>0

donc: wneN :0<u,

3) Montrons par récurrence que :
u,<2

1étapes : l'initialisation :Pour n=0 nous avons
U, =0 donc U, <2,

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : d’hérédité ou Hypothése de récurrence

vneN

Supposons que: U, <2

3étapes : Montrons alors que : U, <27??
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ona: U, <2 donc un+2£4:>msﬁ
=>Uu,,<2

donc: wneNn :0<u,

Parsuite:: wvneN :0<u,<2

On dit que la suite (un )neN est majorée par 0
car U, <2 vneN

On dit que la suite (un )neN est minorée par 0

car 0<u, vneN

On dit que la suite (un )neN est bornee car :

vneN :0<u,<2

Exercice2:soit (V,),., la suite définie par :

v, =Jn+l-vJn vneN'

1)Montrer que (Vn)nZl est minorée par 0
2)Montrer que (Vn)nZl est majorée par %

3)Que peut-on déduire ?

Solution :1)Montrons que : VneN" 0<v, ??

vnzm_[:(m—\/ﬁ)( n+1+h)

(Le conjugué)

N
A e 1
" dntledn Wn+l+edn Jntledn

Donc:0<v, VvneN"

Donc :(Vn )n21 est minoree par 0

2)Montrons que : v, g% ?? Vne N’

1 1 1 2—(\/n+1+\/ﬁ)
vV ——= _—=
"2 Jn+l+dn 2 Jn+1+n
Ona:n>1 etn+1>2 donc V/n>1 et /n+1>+2

=




Donc : /n+1+ n21+J§ donc
—( n+1+\/ﬁ)s—1—\/§

donc 2—(Vn+1++n)<1-2 etpuisque : 1-2<0

Donc vn—%<0 vne N’

Donc v, <% vneN

1
est majorée par =

Donc la suite (Vn)nZl 2

3)Donc la suite (Vn )n21 est bornée car :

Vne N :0<vn<%

Exercice3 :Soit la suite récurrente (U, ) _ définie
2+cosn

:3—sin«/ﬁ

Montrer que (Un )neN

par: u vheN

est bornée
Solutions :Soit neN on a:
—1<cosn<l wneN et—1<siny/n<1
donc :1<2+cosn<3et —1<—sin/n<1

donc:1<2+cosn<3et 2<3-sin/n<4
1
donc :1<2+cosn<3et <—— <
% 3—sin\/ﬁ %
2+cosn
donc :
%’ 3- sm\/_ /

cad : }/ <u, < 32 donc : (un)neN est bornée
Exercice4:Soit la suite récurrente (un )neN definie

par: u :(—1)n siny/n

est bornée

vneN

Montrer que (U,),

Solutions :Soit neN ona:

|un|:‘(—1)”sin \/ﬁ‘:‘(—l)”Hsin«/ﬁ‘:‘sin \/ﬁ‘gl
donc |u,|<1vneN

donc : (U, ) _, est bornée

Exercice5:soit (un) la suite récurrente definie

u, =1
ar:
P u. . =.u +2

n+1 n

neN

vYneN

Montrer par récurrence que U, <U, ., VneN
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Solutions :1étapes :on a u, = \fu, +2 =~/2

Pour n=0 nous avons U, =1 donc U, <U,.
Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes :Supposons que: U, <U, .,
3étapes : Montrons alors que : U, <U_.,?

ona:u,<u, doncu,+2<u,,+2

n+1

donc : \Ju, +2 </u,;+2 donc u,,, <u,,,
Parsuite:: wvneN :U,<U,

On dit que la suite ( ) est croissante

Exercice6:soit (un)
n 2k

k=1

v la suite definie par :

u, = VneN"

Etudier la monotonie de la suite (un)neN*

Solutions :
n+1 2k n 2k n 2k 2n+1 n 2k
Un+l—Un:Z——Z—: —+ - ) —
i k ok Tk n+tl Tk
2n+1
b —U, = n+l>o Donc: u,<u,, VneN

donc la suite (U, ), _ est strictement croissante

Exercice7:soit (Un) la suite définie par :

neN*
n

1
U, =) —— VneN’
= n+k

Etudier la monotonie de la suite (U,), _

n+1 1 n 1
Solutions :u_,—U = -
mo kZ_;n+1+k ~n+k

n+2

n+l 1
= n+1+k

Etona: - on pose k'=k+1

B fn+k
Et puisque k' est un variable on peut I'appeler k'
n+1 1 n+2 1 n+2 1

Zn+1+k S &n+k Sn+k

k=1
Donc :

&1 51 1 1 1
n+l_unzz -
—=n+k 5n+k 2n+1 n+2 n+l

_y = 0 *
T S (e (2n 1) vnel
2n+1
U,,—U, = >0 VneN’
n+1

N




donc la suite (U, ), _, est strictement croissante

Exercice8:soit (un) la suite récurrente definie

neN
_ 8(un _1)
u,+2 vneN

n+1

par :
U, =3
1) Montrer que (un)neN est minorée par 2
2) Montrer que (U, ) . est majorée par 4
3)Etudier la monotonie de la suite (U, ) _,
Solutions :1) Montrons que 2<U, VvneN ¢
létapes:n=0ona: 2<u,car 2<3

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : Hypothése de récurrence :

Supposons que: 2<U,
3étapes : Montrons alors que : 2<U,,, ??
8(u,-1)  8(u,-1)-2(u,+2) 6u,-12

2= —2=
u,+2 u,+2 u,+2

u

n+l

um—zzm et puisqueona: 2<U,
u,+2

n

Donc: U,—220et u +2>0
Donc: u,,,—22>0

donc 25U, VneN

2) Montrons que U, <4 wn N 98¢

létapes :n=0ona: Uy, <4car 3<4

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : Hypothése de récurrence :

Supposons que: U, <4
<429

+1 —

8(u,-1) _4(u, +2)-8(u,-1) —4u, +16

3étapes : Montrons alors que : U,

A7t = u+2 u, +2 u +2

4—Un+1=4(4_u”)=4(4_u") et puisque on a :
u,+2 u,+2

u, <4

Donc: 4-U, 20 et u,+2>0

Donc u,,, <4 parsuite U, <4 vneN

- I o
3) Un+1—Un=M—un=8(u” 1) Un(un+2): u,”+6u, -8
Un+2 un‘|‘2 un_|_2
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On va factoriser —U °+6U -8 : A=36-32=4>0

-6-2
Xlz_—2:2 et X2=_—2=4 donc :
~u,” +6u, -8=—(u,-2)(u, -4)

. ~—(u,-2)(u,-4)

Donc:u  -u =
n+l n un+2

Orona:u,22etuy <4

:wzo donc la suite

Donc : U, U
u,+2

n

(un )neN est strictement croissante

Exercice9:Un jeune homme se préparait a
I'examen du baccalauréat ; son pére, pour
I'encourager, lui demanda ce qu'il désirait en
récompense

Mon examen devant avoir lieu le 20 juin, répond-
t-il, donne-moi seulement 1 centime le 1°" juin, 2
centimes le lendemain, 4 centimes le
surlendemain, en doublant chaque jour jusqu'au
20 inclusivement. Et donne mois la somme.
J'emploierai cet argent pour faire un voyage
pendant les vacances.

Le pére pensa qu'avec cette somme son fils n'irait
pas loin ; mais au bout de quelques jours, il
commenca a s'apercevoir de son erreur.

Avec guelle somme le fils va-t-il pouvoir partir en
vacances ?

Solution :Les nombres de centimes a payer
chaque jour sont les termes d'une suite
géométrique de 20 termes dont le premier est :
U, =1 etetlaraison =2

U, =2 (La somme a donner le 2 iem jour) ...
Uy, =... (La somme a donner le 20¢ jour)
Donc : U, =U xq" " =1x2"" =2""

u,, =2 =2 =524288 Centimes

La somme totale a payer serait :
1_ 22071+l

S, =U, +U, +U; +...+ Uy, =U1ﬁ
S, = 22° —1=10485.75

centimes S,, = 1million500dh  Joli voyage !
ExercicelO:calculer en fonction de n la somme
suivante :

1w




k=n-1 1 k 1 1 2 1 n-1
Sh (—) =1+—+(—J +...+(—j
o \ 2 2 \2 2
. 1)"
Solutions :1)on pose : u, :(Ej

Ona: (U, ) une suite géométrique de raison

—

CI=£Car' Ut _ 2 Donc :
2 U2 '

n

CE A

Exercicell:soit (U, )

N

. la suite définie par :

U,,= i(12un+l - un)
21 vneN
) 4

Uy =2;U, = 3

et on considére la suite (vn )neN definie par :

V. =Uu, —in vneN
3
1
1) Montrer que u,,, = —U, + —
9 3™
2) a)Montrer que (Vn )neN est une suite

géométrique dont en déterminera la raison et le
premier terme
b) écrire V, et U, en fonction de n

k=n

c) calculer la somme : S, =Zuk =Uy+U, +...+U,

k=0
Solution :1)montrons par récurrence que
1
un+l:§un+3nT vneN
. 1 2 2 2 4
letapes:n=0 u,==—U,+—=—+—=—
g 179 32 9 9 9

Donc la proposition est vraie pour n=0

2

2étapes :Supposons que: u,,, = %un +3W

3étapes : Montrons alors que :
1 2
Uy, = §U

n+l + 3n+3 f)f)

1 2 2
ona u’”l = _uﬂ +W donC un =9 un+l T an+2
9 3 3

etona:u., :2—17(12un+1—un)
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1 2
U, = E(lzum—l - g(unﬂ - 3n+2 jj

u :i(Bumﬁ%j donc u,,, :lu +i
3 9

n+2 27 n+l 3n+2
. 1 2
Parsuite :: vneN U, =—U +—
9 3
1

2)a)ona: v, ,=u_, “3a

2 1 1 1

1
Donc:v,, ==U +—>———==U —
9 3n+2 3n+l 9 n 3n+2

1 1 1
Vo = §(un _3_nj donc Vo = §Vn

Donc (Vn)neN est une suite géométrique de raison
q :% et de premier terme v, =1

2) b)écrire v, et u, en fonction de n

Ona (V,) _, estune suite ggométrique de raison

q =% et de premier terme v, =1

Donc: v, =v,xqQ" <V, :(éj vneN

Puisque : u, =V, +i donc u, :(lj J{lj
3 9 3

k=n
2)c) Sy =D U =Uy+U +..+U, 27

k=0
1 n
U, =V, +W, avec w, =(§j
ona (V,), et (W), sont deux suites

géométriques de raison q :% et q = % donc

k=n

k=n k=n
donc S, = Zuk = ka +ZWk
k=0 k=0 k=0

n+l n+l
I I
k=n 9 3 9[

5,= ) U, =V, iy —= =

4]

I




Exercicel2 :soit (un) la suite définie par :

neN
u
_ n
un+l -
u,+2

U, € [-1;0[
1) Montrer que -1<u, <0 VneN

vneN

2) Montrer que (U, ) . est une suite strictement

croissante

u
3) Montrer que u,,, > ——

n

vneN

Et en déduire que : u, > % ypen

(Voo +2)
Solution : 1) montrons par récurrence que
-1<u, <0 WvneN
létapes:n=0 ona: -1<u,<0
Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes :Supposons que: -1<u, <0
0??

3étapes : Montrons alors que : —-1<u,, <

-1<u,<0donc:1<u,+2<2

RN

Ona:

donc : 1<4/u +2<J_ 2 donc:

et puisque : 0<—-u, <1 alors: 0< L <1
u,+2
donc: ~1<——1_ <0 donc -1<u,,, =<0
Ju +2
dou: -1<u, <0 vneN

2 ) Montrons que (un )neN est une suite

strictement croissante

u,,—U, = U -u, = 4 (1— un+2)
u,+2 u, +2
et puisque : 1 «/un+2<0 et L 2<O
u, +

alors : u,,,—u, >0 donc (un )neN est une suite

strictement croissante

u
3) Montrons que u ! vneN

>
" u +2

n

croissante
1

<
J2+U,

Soit neN ona: u,>u, car (U,)

Donc : /2+u, >,/2+u, cad

1
J2+U,
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un
\/2+u0

: u
et puisque : u, <0 alors: L >
\/2+un

vneN

3)Soit neN ona:0>u,, > 4

2+,

—u
Donc: 0<-u,,, < L
2+,

En donnant a n des valeurs on trouve :

0<—u <——0

__l_
J2+u,

0<-u, <——

—u
0 <—u < n-2
<-u,, <
J2+U,
0<-u <-——tnt

"2+,

Le produit des inégalités donne :

—u
0<-u <—0

Noes)

u
Donc:u,>—=2— VvneN

)
1) Montrer que (V, )

2) écrire U, en fonction de n
Solution :

l) Vn+l:1—i=l— U2 6—2U

3-u

n

Vo, = 3(1_3) donc v, =3v,
u

Donc (Vg ),
q =3 et de premier terme v, =-3

2) écrire u_ en fonction de n
Ona (Vn )neN
q =3 et de premier terme v, =-3

Donc: v, =u,xq" <V, =-3x3"=-3"VneN

[&)]

est une suite géométrique

est une suite géomeétrique de raison

est une suite géométrique de raison




Puisque : v, :1—3 donc u, :Ldonc u, =
u

1-v, 143"

n

Exercicel3:soit la suite (un)neN definie par :

u,=n’ vneN démontrer en utilisant la
définition que : nILTDu” =400

Solution : Soit A>0 on va trouver n, eN tel que
spourtoutn=n, u, >=A ??7??

u >Asn?=Acn-JA

On pose donc : n, = E(\/K)+1

Donc:n2n,=>u >4

Donc:(VA>0)3@ n,eN)nz2n, = u, >A)
Conclusion : lim u, =+w

N—-+oo

Exercicel4:soit la suite (Vn )neN definie par :

v,=3-2n VneN démontrer en utilisant la
definition que : lim v, =—oo

N—-+owo

Solution : Soit A>0 on va trouver n, N tel que
spourtoutnzn, v, <-A ????
v, <—A<:>3—2n<—A<:>n>AT+3

On pose donc: n, = E(ATH)H

Donc:n2n, = v, <-A
Donc: (VA>0) 3 neN)n2n, = v, <=A4)

Conclusion : limv, =—o

n—>-+o0

Exercicel5: soit la suite (U, ) . définie par :

1 . s .
u == VvneN' démontrer en utilisant la

" n
définition que : limu, =0
n—>+o0

Solution : Soit £>0 on va trouver n, e N tel que

:pour toutn = n, |U,=0| <g) ????

|un|<¢9<:>1<e<:>n>1
n £

On pose donc : n, = E(Ejﬂ
&

Onadonc:n2n, = |u|<e = |u,-0/<¢

Donc: (Vve>0)3 n,eN)n =2 n, = |U,=0| <¢)
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Conclusion : limu =0

Exercicel6:soit la suite (Vn )neN deéfinie par :
~3n-1

n+1
définition que : limv, =3

N—-+o0

vneN démontrer en utilisant la

n

Solution : Soit £>-0 on va trouver n, N tel que

pourtoutn=n, |V,=3|<g) ???7?

1
<e&on>=—
&

v, -3 <<
n+1

—3‘<g<:>

n+1

4 4 4
S—=<egsnN+Hl-s—<<ns=—-1
n+1 & &

&

Onadonc:n2n, = |v,-3<¢

2

On pose donc: n, = E(
&

Donc: (Ve>0) A n,eN)nz2n, = |V, =3| <¢)
Conclusion : limv, =3

N—+o0

Exercicel7:soit la suite (un )nEN deéfinie par :

u, = (_1)n

définition que : cette suite est divergente

vneN Démontrer en utilisant la

Solution : supposons que : (U,) . converge

vers une limite finie [

Alors : Soit ¢ :%

@neN)nzn, = |(—1)”—1|<%)
Et puisque : 2n>n et 2n+1>n alors :
nzn, = (1= 1<) et(-1-1]<3)

Donc:n =2 n, :%<I<§ et —§<I<—%

Absurde : conclusion limu, =0

n—+0
Exercicel8:Utiliser les Opération sur les limites
des suites pour calculer les limites suivantes :

.2 2 5 _ 1 2
1) lim—-—+—=—-1 2) lim|-3 —j 1+—=
) N—>+o0 /3n 3n n2 ) nLTo( +n ( +\/ﬁj
3) limn*—n 4) lim +/n-2n

N—>+o00 n—+o0

2_ —
6) lim 4n“-3n-7

5) lim 4n*-2n-5 -
3n“+5

n—+o00

7) lim+/n>=3n+2-n

nN—-+0

nN—+0w

[}




Solutions : 2 2
2 2 5 "2 S+ 3
1) lim =g ¥ ~1=0-0+0-1=-1 = lim lim N =—=
Nn—+o0 n n n N—+o0 N—+o0 3 2
n 1—§+£2 +1 (1—+2j+1
2 5 n n n n
Car: |.m_ oetlim—=0 et lim—==0
> [3n N 3N N>+ N Exercicel9 : calculer les limites suivantes :
. 3 : 3 5
2) lim (—3+Ej(1+%j:(—3+0)(1+0):(—3)(1):—3 1) n“jl]o‘m ~5n°+3n-1 2) nILerGn —2n°+7n-9
n—+0w n n
-3 . 6n*-9 7 +1
: 3 4 5 lim—"—"=
Car: JEILH_O o n'LrILT‘O ) fim 2o e L Sy
I' 2 . 6) lim n—+l
3) nIm N~ —n directement on trouve une n 10 + 3N — 4
—>+0
o L Solutions :
forme indéterminée (+OO—OO) : 3 ) : 3
1) lim 4n°-5n“+3n—-1= lim 4n° = +o0
- 2 - Nn—+o0 n—+oo
limn®-n=limn(n-1)= _ _
n—>+o n—>-o0 2) lim6n*-2n°+7n-9=lim-2n° = —x
- - N—+00 N—+00
Car: limn=+oo et limn-1=+w et
N—+0 N—+o0 3) lim 9n-3 ||m9—n=g:3
+00 X 400 = +00 o+ 3n+5 nowe3n 3
4) lim \Jn—2n directement on trouve une forme |4y ;y, 8M =9 _ i, 610 _ o 3x2xnxn Lo
n—>+e n>+e 3041 n—>+e 3N na+w 3n nN—+0
indéterminée  (+o0—0) 5) jim WAL i TN Tnxn L1
. . AN CBn19  nelIAn o TAnxnxn  to2n
lim </n —2n = lim Jﬁ(l—ZJﬁ):—oo o nz o .
it At 6) lim—""= —limL-tim— " _jim= =0
Car: Iim\/7:+oo et I|m (1—2\/H)Z—OO et n~>+wn +3n—4 n-o+o na.+oor1><n><n>.<n><n n—+0
Nt i Exercice20: calculer les limites suivantes :
Foox o= ) & 1) limvn+2-vn 2) limJn2+n+1-n
Nn—>+w N—>+0
5) lim 4n*-2n-5= lim n2(4————2j 1
N N0 nn 3)lim¥In*+2n°-n+4 4) lim nar tan—
Et puisque : lim—2-0 et lim __fzo et Solutions
n—>+o n—+o ) .
lim n? = +o0 1) ( )(
A Jn+2-4h \/n+2+«/ﬁ) 9
T 2_on_5— lim Vn+2 -+ = lim = lim =0
Alors : nlm4n 2n—5=+w lim Jim (mwﬁ) “*W(M+ﬁ)
6) J 2 2
n“+n+l-n \/n +n+1+n
. 4_§_l 4_§_l 2) Iim\/n2+n+1—n:Iim( ) )( )
. 4n®-3n-7 . n n? : n n?) 4 (V” +”+1+”)
nILrPso 3n2 +5 - nILrPoo 5 - nILrpao 5 = g 1
n2(3+nzj (3+an N+l n+l g
= lim Y = lim = lim n =
car . Iim—E:O et lim —_O et lim iz0 ( " +n+1+n) [ n2(1+1+1zj+n] (1+1+ 1j+1
N>+ n—>-+0 n na+oon nn nn
3) lim n°+2n° —n+4 = lim ¥n° = Y50 = 400
7) nN—+o X—>+00
2 2 - 1 . 1 _
I’ =3n+2+n|(¥n?=3n+2-n 4) lim nar tan = ? on pose : —=t
lim+vn?=3n+2-n= lim n—>eo n n
n—-+w nN—+w0 ( ,n2_3n+2+n) N 40 et -0
n>-3n+2-n’ . -3n+2 lim nartanlzlimwzl
= lim \/ = lim N—> -+ n t—0 t
nN—+o0 _ nN—+w
n>—-3n+2+n \/n2(1—3+22j+n
n n
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Exercice21: Soit (V, ), _, une suites tel que :

vneN

n

v :2(—1)”+gn2+2
4,
1)montrer que : Vv, Zgn vneN
2)en déduire : lim v,
nN—+0
Solutions :1)ona: (-1)'>-1 VneN

Donc : 2(—1)n >-2 donc 2(_1)“+%n2+22_2+%n2+2

Donc:v. >—-n’ VneN

Wl

2

2)ona:v,>—n’ vneN et Iimgn2 = 40

w|

Donc : nILrEoV” =40  daprés : Théoréme 4
Exercice22: Soit (V, ), _, une suites tel que :

V,=3n+5sinn vneN

calculer : lim v,

N—>+o0
Solutions :ona:sinn>-1 VneN
Donc : 5sinn > -5 donc V, 23n-5

ona:V,231-5 VvneN et lim3n-5=+wx

Donc: MV, =+00  gapres : Théoréme 4

N—-+o0

Exercice23: Soit (Vn )neNune suites tel que :

V,=-4n+3cosn  vneN

calculer : lm v,
N—+c0

Solutions:ona: cosn<l VneN
Donc : 3cosn <3 donc v, <-4n+3

ona:v,<-4n+3 VneN et lim-4n+3=—w

Donc : lim V, =—%  daprés : Théoréme 5

N—+c0

Exercice24: soit (u,) la suite définie par :

vn eN’

n n3

calculer : limu,

N—+o0

: sinn
Solutions : ona: U, =3+ 3
sinn sinn
donc : u, —3=—— donc: |u, -3|=|—
n n
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donc : |u, —3|sn—13 car : [sinn|<1

. 1 .
et puisque : lim— =0 alors: limu, =3
n N—+o0
. . sinn
Exercice25:calculer : lim —

N>+ N
Solutions :ona: -1<sinn<1 VnheN
Donc: t.sinn 1 ypen

n n n
I | . sinn
Orona: lim—=Ilim==0 donc: lim——=0
n n n—>+o N

Exercice26: soit (Vn) la suite récurrente

n>4
5v,
définie par : Vi = n+1
v, =10

montrer que La suite ((V,),., est convergente.
ov, 4-n

= —Vn
n+1 n+1

Et puisque V, >0 :¥n>4 (vérifier le par

n

Solutions : 1) V., =V, =

récurrence)
Alors : V,,, =V, <0 wn>4Donc: ((V,) ., est

n>4

décroissante

Et puisque : V, >0 ¥n>4 alors (V,) , est

minorée par 0 Conclusion : (V,) _, est

n>4

convergente
Exercice27 : calculer les limites suivantes :
.1
3n—-2sin—
. cosn
1) lim 2) lim n
N—>-+o0 n + n—+o00 .
4n+sin—
. .. cosn
Solutions : 1) lim —— ??
n—+o N 4+ 2

ona: -1<cosn<l VneN

-1 ScosnS 1 vn e N*
n+2 n+2 n+2

Donc :

) 1 )
Orona: lim- =lim

=0 donc:
n+2 n+2
lim £25M _ o
n—+0 n_|_2
3n_25in1 3n—25in1
2) lim N posons: u, = 1”
" Ansin s 4n+sin=
n n
8




1
sin=
donc : |u, —E‘ e (a vérifier)
4 4n+sinE

etona: —1<sinn<l VvneN donc:

1
4dn-1<4n+sin=<4n+1 vneN*
n
Donc : 1 < L ls L

4n+1 An+sin = 4n-1
n

| 1 ‘
et puisque SInH <1 et 1 |1 VneN
4n+sin1 an-1
n
‘ sin1
Donc : nlg 1 Donc:un—%g44ﬂl
an+sin=| 4n-1 (4n-1)
n
. . 11
et puisque : lim =0 alors;
4(4n—1)
3n—25in1 3
lim—nN_->
" anssins 4
n

Exercice28:Soit (Vn )nEN une suites tel que :

V,,=V,+n* VvneN et v,=1
montrer que ; lim v, =+o0
N—+o0

Solutions:ona: v, ,-v,=n*>0 VneN
Donc : (V,)__, est croissante
Montrons que (V, ). est non majorée ?

Supposons que (Vn)neN est majorée

Donc : (v,),_,converge vers un I e R

Donc: limv, =1 etonaaussi limv,,, =I
N—+o0 n—+0

Donc: limv, ,-v =0orona:v,,-Vv,=n’
N—-+o0

Donc : limv,,-v, = lim n* =+ absurde(+o=0)

N—-+0 N—-+toon

donc (Vn)neN est non majorée et croissante
donc: limyv, =+

N—+o0
Exercice29 :Soit la suite (u,) définie par : u, =1
et u,,="f(u,) ol f(x)=x*+x+1
1. Monter que la suite (u, )est croissante
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2. Montrer que la suite (u, )est non majorée

(Par absurde) .
3. En déduire la limite de la suite (u,)

Exercice30: Soit (V, ), _, une suites tel que :

/an—n 1
Vn: 2—+ vneN
3n“+4

Calculer limv,

2n* —n+1
3n*+4
Donc : v, = f(u,) avec: f(x)=+/x

Solutions : on pose : U, =

) . 2n*-n+1 . 2n* 2
Ona: limu =Ilm————=Ilim_—=—-
N—+0 N—>—+c0 3n +4 n—+o0 3n 3

Et f est continue en %

Donc: limv, = f(%j: 2

N—>+w0 3

Exercice31: calculer les limites suivantes :
) n+1
1) lim tan(ﬂ J

N0 3n+4
2_
2) lim 16n 23n+1
N—>-+0 2n° +1
. . (1
3) lim arctan[nsm(—n
nN—+oo n
n+l =«

Solutions : 1) lim
>0 30+ 4

= 3 et la fonction f

tel que : f(x)=tanx est continue en %

lim tan(”nJrl):tan(zJ: \/§

(3014 3
2 2

2) tim 223N+ i 1007 g et la fonction 1
N—>-+o0 2n° +1 n—+o 21

tel que : f(x)=+/v/x estcontinue en 8

. 16n* -3n+1
im S -

n—+oo 2n° +

3) lim arctan Ensin (ED
n—-+o0 n

lim nsin(lj:? on pose : tzl
n

nN—+o0 n

n—->+o<st—>~0

1©




li mSI—nt_l donc :

t—0

lim nsin(lJ =1
n—+w n

etla fonction f tel que: f(x)=arctan(x) est

continue en 1

lim arctan (n sin (ED = arctan (1) = %
n

donc :

N—+0

Exercice32: calculer les limites suivantes :

. ! [Zjn
; lim| =
n—+e\ 3

lim 2"=+w

N—+wo

lim (Ej =0 Car —1<a:g<l
3 3

lim 2"

N—+w

; lim (-5)"

N—+c0

Solutions : car a=2>1

N—+w0

(-5)

Exercice33 : calculer les limites suivantes

N’a pas de limites car a=-5<-1

1im (0,7)" ; 1im (v2)" ; lim (-2)" ; lim (4)”
iim O n'lrll(3)n‘2_ln im 82

n—-+wo (4) n—+o0 (2)

Solutions : 1im (0,7)" =0 car -1<a=0,7<1
[im \/En:+oo cara=4+/2>1

N—+0

lim (-2)" N'a pas de limites car a=—-2<-1

n—+o00

lim (4)" = lim iﬂ: lim [l) =0 car—1<a=3<1
N—>-0 n—>-+0 (4) n—>+o| 4 4
n n 5
jim &) _ fim (5) oo CAr a=2>1
n~>+oo(4) n—>+o\ 4 4

Iim(3)”—2—1n=+oo—0=+oo car a=3>1et —1<%<1

@) @

m (3) +(2) = lim ~—~ 4+ = lim (gj +1=+o00+1=+00
na+so(2) (2) no+o| 2

(2

Exercice34:Soit la fonction f (x)= % X+1

nN—+o0

1. Déterminer le point d’intersection de Cr avec la
droite (A) y = x
2. Soit la suite (u, ) définie par : u, =0et

U, = f(u,)
a) Poser sur I'axe des abscisses les 3 premiers
termes de la suite (u,)
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b) Conjecturer la monotonie de la suite (u,) et sa

limite potentielle.

3. Montrer que la suite (u, )est croissante
majorée par 2.

4. Soit la suite définiepar: vneN V, =U +«
a) Déterminer a pour que la suite (v,) soit

géométrique.
b) Déterminer v, puis u, en fonction de n

c) Déterminer la limite de la suite (u,)
Exercice35 :Soit la suite (u, ) définie par : u, =1

etu,,="f(u,)ou f(x)= HTX

1) Etudier les variations de f sur | =[0,1]

et Montrer que f(l)c|

2) a) Montrer que :(vn € N) u, e | =[0,1]

b) Montrer que la suite (u, ) est croissante, puis

en déduire qu’elle est convergente.
c) Calculer la limite de la suite (u,,)

Solution : 1) f(x)= /HTX

La fonction f est croissante et continue sur

| =[0,1] donc:
(1= 1 (02) [ 10)10)]-| 2 <o

2) a) montrons que :(vn € N) 0<u, <1
e ona: 0<u,<1 lappté estvraie pour n=0

e supposons que: 0<u <1

e montrons que : 0<u,,,<17?

ona: 0<u,<1donc u,el=[0,1]

donc: f(u,)ef(l)c1 donc: u,,, €[0,1]

<1

n+l —

Conclusion : (vn € N) 0<u, <1

donc: O<u

1+u,
2)b) u,, -
) b) > N

(1+un ) j 1

Uy n = U, X
2 1+u,

—"+u,

2




1
-2(u -1)ju +=
A+u, .2 C=2u U+l (u, )( " 2)

" 2

2
Et puisque : 0<u, <1 alors: u_ ,—u >0

n+l n

Donc : la suite (u, ) est croissante

et puisque : (u,) majorée par 1 alors :

(u,) est convergente.

c) (u,) est convergente et la limite est solutions

de I'équation f(x) = x

donc: 1= f ()= /%@mu_ _

donc: I=1ou Iz—% et puisque : 0<1<1

donc: limu, =1

nN—+c0

Exercices 36 :Soit la suite (u, ) définie par :

f(u,) ou f(x)= 3;:22

1. Etudier les variations de f et déterminer
f([0,2])
2. a) Montrer que :(vn € N) u, €1 =[0,2]

u,=0etu,,, =

b) Montrer que la suite (u,) est croissante, puis

en déduire qu’elle est convergente.
c) Calculer la limite de la suite (u,,)

Exercice37:Soit les suites numériques (u,, )

et (v,)définies par : u, = Zl

etv,=u, +
o k!

nxn!
vneN

1. Montrer que la suite (u, ) est croissante et que
la suite (v,) est décroissante.

2. Montrer que (vn e N)( v, > u,)

3. Montrer que les suites (u, ) et (v,) sont

convergentes et ont la méme limite.

Les suites (u, ) et (v,) sont appelées : Suites

adjacentes.

Exercice38 :Considérons les suites (u,) et (v,)

définiespar: u,=aetv,=b avec0<a<b<2a
U, v,

n+l 2

1. Montrer que (vn e N)(O< u, <V,)

uyv,=ab et v
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2. En déduire que la suite (u,) est croissante et

que la suite (v, ) est décroissante

3. a) Montrer (vneN) v, ,-u, , < %(vn -u,)

b) En déduire : limv, —u_

c) Montrer que (u, ) et (v, )sont adjacentes
4. Déterminer les limites des suites (u, ) et (v, )
Exercice39: Soit les suites numériques (u, ) et
. _ 0] 1
(v, ) définies par : u, ZZF etv, =u +=
k=1 n
vne N’
1) Montrer que la suite(u, ) est croissante et que

la suite (v,) est décroissante.
2) Montrer que les suites (u,) et (v,) sont

convergentes et ont la méme limite.

Solution :
1Hu,—u = ! >0 donc : (u,) est croissante
n+1
vml—vnzuml—un+i—1
n+l n
1 1 1 (n2+n+l)
"M (1) n+l on n(n+d)

donc: (v,) est décroissante.

2)ona limv, —u, = lim 1_0 et puisque la suite

nN—+o0 nN—-+o0 n

(u,) est croissante et que la suite (v,) est

décroissante alors Les suites (u, ) et (v,) sont

adjacentes donc convergentes et ont la méme

limite.

Exercice40: Soit les suites numériques (u, ) et

(v, ) définies par : u, —ZT—Z\/nH et

51
—-2Jn VneN

=[3

1) Montrer que la suite(u, ) est croissante et que

la suite (v,) est décroissante.
2) Montrer que les suites (u,) et (v,) sont

convergentes et ont la méme limite.




Solution :

1) un+l—un=\/%—2\/n+2+2\/n+1
U —u Jn+2—-+n+1 <0

" \/n+1(\/n+2+\/n+1)

donc : (u,) est croissante

1
vV, -V, = —2Jn+1+2dn
' vn+1

()
T L (Vi)

donc: (v,) est décroissante.

<0

2)ona limv,—u, = lim

2
N—+o0 n—>-+o0 /n +1+Jﬁ

la suite(u, ) est croissante et que la suite (v,) est

=0 et puisque

décroissante alors Les suites (u, ) et (v,) sont
adjacentes donc convergentes et ont la méme
limite.

Exercice4l: Soit les suites numériques : (x,) et

n (_1)k+1
(u,) et (v,)définies par: x, =>_ i
k=1
Uy =Xy, €L V, =Xy, VNeN’
Montrer que les suites (u,) et (v,) sont

convergentes et ont la méme limite.
Solution :il suffit de montrer que Les suites (u, )
et (v,) sont adjacentes ???
nit ~Un = Xonip =X = . 2 - 770
(2n+1)" (2n+2)
donc : (u,) est croissante
1 1

u

Vi =V, =Xo0, = X0 = - <0
n+1 n 2n+3 2n+1 2 2
(2n+3)" (2n+2)
donc: (v,) est décroissante.
Etona
. . . 1
limv, —u, = limx,, ., —X,, = lim ———=0
n—>-+o0 n—-+o0

e (2n4+1)
alors Les suites (u, ) et (v,) sont adjacentes

donc convergentes et ont la méme limite.
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Exercice42 :Soit la suite (u,) définie par : u, =1
etu,,="f(u,) ou f(x)zﬁ
1)Etudier les variations de f sur R*

2)onpose: a,=U,,, et g =u, VneN

a) Montrer que la suite («,) est croissante et que
la suite (3,) est décroissante

b) Montrer que : «, <8, VneN

3) Montrer que : (vn € N) %s u, <1

un|£1 vne N’

n
5)en déduire que la suite(u, ) est convergente

4) Montrer que |u

n+l

Et déterminer la limite de la suite (u,,)
Solution :1) f’(x)=—%<0 VxeR"
(x+1)

Donc f est décroissante Sur R”
2ona: a,=U,,, et B, =u, etu =f(u) vneN

Donc : an+1:(f ° f)(an) et ﬂn+1:(f ° f)(ﬂn)

Et puisque f est décroissante Sur R" et
f(R")cR" alors: fof est croissante Sur R’

a)montrons que : «, <a,+1 et B, <B, VneN
epourn=0ona: %Z%Saﬁge'f ﬁlzésﬂozl

e 0N suppose que : a, <a,,, et B, < B,
emontrons que : a,, <a,, et B, < f.. ?

ona:a <a,, et B, <[, etpuisque fof est

n+1

croissante Sur R" alors:
(fof)(e)<(fef)(a,) et (fof)(B.)<(foT)(5)

Donc: a,,<a,., et B.., < B

n+l —
Donc: a,<e,,, €t B, < B, VneN
donc : («,) est croissante et la suite (4,) est
décroissante
b) Montrons que : a, <3, VneN
epourn=0ona: «, =%et p,=1ldonc: a,<p,

e 0N SuUppose que : «, < B,

emontrons que : o,, <5, ?




ona: ¢, <p, etpuisque fof est croissante Sur
R* alors : (fof)(e,)<(fof)(8,)

donc: ¢,,<pB,., donc:eg,<p, VneN
3) Montrons que : (Vn € N) %S u, <1
Puisque : o, <a,< B, <p, (Vn€N)

Donc: —<uUu,,, <U, <1

Donc :

N, N

<u,<1 (vneN)

1 R
3) Montrons que : |u,, —U,|<= VneN
n

epourn=lona: |u2—ul|=% donc : |u2—ul|§%

1
e 0N sUppose que : |u,,, —U,[<=
n

1
e montrons que : |u,,, —U,,,|<—— ?
n+1

1 1
u,,+1 u,+1

ona: |un+2 _un+l| =

Donc :

Donc : <

Donc :

Etona:i—i
n+l1 9n

:M>O donc :
9n(n+1)

4 1

9_n n+1

1
Donc : |u,,, —U,,|< 1

donc : |u

1 .
wi—U <= VneN
n
5)montrons que la suite(u, ) est convergente
Et déterminons la limite de la suite (u,) ??
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Ona:|u —un|s%VneN*

n+l

1 .
donc : |u,,,, —U,,| <o vneN
donc: |e, —,6’n|si VneN’

2n

et puisque : Iim%:o alors: lime, - g, =0

et puisque (e, ) est croissante et que la suite
(p,) est décroissante alors Les suites (¢, ) et
(p,) sont adjacentes donc convergentes et ont la
méme limite |

Ona: limu,, =limu,,, =I

Montrons que : limu, =1 ?

Soit £>0

limu,, =ldonc In,eN Vnxn, |u, —I|<¢
limu,,,, =ldonc 3n,eN Vvnxn, |u,, ., —l|<¢
Soit N =sup(n;;n,) donc : |u,, —I|< & et |u, ., ~I|<¢
Donc: Ve=03NeN YnxN |u, —I|<¢

Donc limu, =1

On adonc:

a) f est continue sur R*

b) f(R") c R*

c) (vneN)(u,,,=Tf(u,))

d)u, €1 e) (u,) est convergente

Alors la limite I de la suite (u, )vérifie I'équation :
I=f(l)etleR"
I=f(I)e1?+1-1=0
1445 ou |

_1_\/5

donc: I= = et puisque :
> > puisq

leR*donc: limu, = _1;\/5

Exercice43 :Soit la suite (un )neN* definie par :
— un ®

u =let U, = 9+ U’ vneN

n

1) a)Montrer que : VneN"  1<u, < V3

b)Etudier la monotonie de la suite (U, )




Et en déduire sa convergence et sa limite

2)on pose : v, =%+\/\/§

VneN*

2
9+u’

Lo . 1 s
a) verifier que : vne N < 3 et en déduire

la monotonie de la suite (Vn )neN*

b) Montrer que les suites (U,) . et (V,) _.sont

adjacentes
Solution :
_ 12u, .
Ona:u =let U, = 9+U§ vneN
1) a)Montrons que : YneN" 1<u <++/3 ?
12x

Soit la fonction f tel que : f (x)= e
+

la fonction f est continue et dérivable sur R
(Vo x)(B-¢)

(9+x“)2

4 pub v
F(x) =122 T g5 37X g

(9+x“)2 (9+x“)2

Le signe de f'(x) est celui de : J3-x2

foox =

Donc : f est croissante sur [—\/ﬁ; \/ﬁ}

Et f est décroissante Sur}—oo;—\/ﬁ } et [\/ﬁ ; +oo[

Montrons par récurrence que : Vne N°

1<u, S\/ﬁ

n=1u, =1 donc: 1§u1£\/ﬁ
supposons que : 1<u, < \/ﬁ
montrons que : 1<u,, < \/ﬁ
ona:l<u, S\/ﬁ

et puisque : f est croissante sur I = [1; \/ﬁ}
ona: f(1)<f(u)<f (\/ﬁ) donc

g <u, <3

donc:1<u_, S\/ﬁ vne N’
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b)Etudions la monotonie de la suite (U,) . ?

12,
9+u;

( 12
—=u, =u, 7
9+u,

Puisque : 1<u, < J+/3 donc:

O<u, et3-u'>0et9+u >0

n+1 = “n

Donc: u,,,—u, =0

Donc (U,), _,. est croissante

Déduction de sa convergence et sa limite ?
la suite (u,) est croissante et puisque (u,)

majorée par /+/3 alors :(u, ) est convergente.

Soit: limu, =lonadonc: 1<I <3

Soit la fonction f tel que : f (x) _ 912);4
+

On donc :

a) f est continue sur | = [1; \/ﬁ}
o011 () V)
f(|)={g;\/ﬁ}c !

c) (vneN)(u,,,=f(u,))

du, €1
Alors la limite I de la suite (u, )vérifie I'équation :

I=f(l)etlel
12|

I=f()el=0"0

donc: I:\/\/§ ou I =3 et puisque : l el
donc : Iimun=I=\/ﬁ

nN—+w

2) vn=u—”|+»\/\/§ vne N’
n!

2
9+u’

e) (u,) est convergente

S9+1P=12<14=3

?

a) vérifions que : Vne N* <

ona:l<u <3 vnelN’

4
donc : 1* <u? g(\/\@) donc:1<u’<3

gl

donc : 10<u; +9 donc : -
9+u,




déduction de la monotonie de la suite (V, ), . ?

u u u

un+l n n+1 n

Tl ni(n+D) !

n+l

V.. -V I —u —iu L—l

" nl((n+1) M)t (n+1)(9+up)
u, 12

V”“_V”:(n+1)![9+u;‘_(n+1))

Et puisque : (nlinl)l}() et 912u43§ Vne N’

lors : V.., —V < th —n+1
Alors = Tna ™0 S sl s

Et puisque : —n +% <0 VneN’
Alors : V,,; =V, <0 donc: (v,) est décroissante.

b) Montrons que les suites (un )nGN* et (Vn)neN*

sont adjacentes ?

|imvn—un=|im“—"+(ﬁ—un)

n!

Etona: limu, =~/3

N—+o0

.1
et im—=0
n!
Donc : limv, —u, =0
Et puisque (un )neN* est croissante et que la suite

(Vn )neN* est décroissante alors Les suites sont

adjacentes donc convergentes et ont la méme

limite donc : limv, =/\/3

nN—+0
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C’est en forgeant que I'on devient forgeron » Dit un
proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices

Que I'on devient un mathématicien




